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Editorial
J. MIEWIS

Ce numéro de Mathématique et Fédagogie porte le numéro 150. A raison
d’une publication réguliere de 5 numéros par an, notre revue est & son tour

trentenaire. A son tour, car notre dernier Congrés a Liege était aussi le
trentieme et les Olympiades mathématiques en sont cette année également
a leur trentieme édition.

Force est de constater que des la scission de la défunte société bilingue
en septembre 1974, un dynamisme propre a laile francophone g'est rapide-
ment mis en marche. La poursuite d’une édition francophone de Mathematica
& Pezedagogia, la création du SBFM-Infor, lorganisation de Congres d'abord
d’un jour puis de trois jours, le lancement de I'Olympiade belge en sont des
signes tangibles. Quelques temps plus tard, en 1979, g'ajouteront les revues
Rénover et Math-Jeunes.

MicHeLINE  DeNis-PecHEWR, présidente du Comité d’organisation des Congres,
g'est faite I'écho en Aolt 2 Liege de limmense effort en terme de bénévolat
que représente pour son équipe lorganisation de cette activité. Le 14 mai
prochain, Jean-PauL DoieNon, président du Jury des Olympiades, pourra a son
tour évoquer ce besoin important de bénévolat sans quoi ce concours serait
impossible a4 mettre sur pied.

La publication réguliere d’une revue ne peut se réaliser, elle aussi, sans le
concours de nombreux collaborateurs tous bénévoles. S'il faut en premier lieu
remercier les auteurs qui spontanément — ou a la suite d'aimable demande
— alimentent le fond de la revue, il convient de ne pas oublier tous les
artisans de l'ombre. Il y a tout d'abord les membres du Comité de lecture,

sollicités suivant leurs compétences particulieres pour aider la rédaction a
fournir un avis constructif sur l'opportunité de telle ou telle publication.

Ensuite viennent les « techniciens » qui se chargent des mises en page
des textes — et surtout des dessins et graphiques —, de la collecte des pu-
blicités, des relectures, des contacts suivis avec limprimeur, de la réception
et de l'envoi de la revue aux membres.

Sl ne m'est pas possible de remercier individuellement chacune de ces
personnes — essentiellement par peur d'en oublier —, je tiens a faire une
exception notable pour CrisTna CarRUANA, notre dévouée secrétaire depuis dix
ans déja, qui supporte vaillamment notre stress et nos plannings serrés.



Editorial

On ne peut non plus passer sous silence le travail inlassable de Ciau-
pINe FesTraETS pour alimenter les rubriques Froblémes et Olympiades, ni les
découvertes « inclassables » de la rubrique Dans nos classes, souvent as-
surée par YoLanpe NOEL.

Je voudrais associer mes remerciements — et les vOtres jen suis sir —
a Guy NoEL, au regretté WiLLy VanHamme, & CLaUDINE FesTRAETS et 2 Jacques BAIR
qui ont assuré par le passé la téche de directeur de la Revue. Avec eux
comme illustres marraines et parrains, je ne peux que remercier a mon tour
les membres de la Société de la conflance et des encouragements qu'ils
portent a leur Revue et d’'une maniere générale aux activités de la Société.
Cette Société qui ne vit que par la force d'un bénévolat que le Conseil
d’Administration souhaiterait encore élargir. ..

Enfin, je voudrais remercier Mves Dessy et Giunta, nos contacts au Centre
Technique et Pédagogique de I'Enseignement de la Communauté Francaise a

Frameries, qui ceuvrent avec beaucoup de professionnalisme & I'élaboration
matérielle de la Revue.

En ces temps oll nous constatons autour de nous que de plu5 en plua
de personnes enseignent les mathématiques alors que leur formation ou
leurs études n'étaient pas orientées vers ce but, il est 4 souhaiter que
notre Société — et notre Revue — leur apportent un peu de cette ouverture
d’esprit, de ce besoin de découverte, d'étonnements nouveaux qui participent
& lenthousiasme de notre métier. Cest pourquoi, &'l mapparait légitime
de déplorer le manque de dipldmés en mathématique qui se tournent vers
lenseignement, le pragmatisme de notre Revue — et lintérét des éleves — se
trouve aussi dans laccueil et l'aide que nous sommes disposés a fournir a
nos nouveaux collegues. C'est peut-étre le challenge qui attend cette Revue

dans les prochaines années...

Noubliez pas de renouveler votre cotisation pour Tannée
2005. Et profitez-en pour convaincre un nouveau collegue de
se joindre & nous...
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Didactique des mathématiques et

formation tennistique
J. BAIR, Université et IREM de Liége

Mote - clés : didactique des mathématiques, compétences, transpo-
sition, dé—transpoeition, anticipation, situations didactiques, contrat didac-
tique.

1. Introduction

Le printemps et I'été 2004 aront été riches en événements sportifs de
grande envergure et largement couverts par les média de notre région : en
guise dexemples, je citerai le tournoi de tennis de Roland Garros & Faris,
Euro de football au Portugal, le tournoi de tennis & Wimbledon, le Tour
de France en cyclisme, divers grands prix de F1 en automobilisme, les jeux

olympiques a Atheénes, ...

Certaines de ces manifestations sportives se déroulent traditionnemment
pendant les périodes d’examens scolaires, ce qui donne prétexte, aussi bien
pour les éleves que pour les professeurs, & préférer (trop souvent) se dis-
traire en regardant la télévision, plutdt qu'a étudier ou travailler.

Au-dela de cette coincidence de dates, je suis convaincu qu'il existe des
liens a exploiter, au niveau de la didactique, entre les pratiques de sports
et des mathématiques.

Jai profité de cet engouement pour les sports (et des vacances d'été),
pour mettre par écrit quelques réflexions personnelles reliant I'enseignement
des mathématiques et I'apprentissage d’un sport, en l'occurence le tennis que
je connais le mieux. Ces idées me donnent l'occasion de faire un peu partager
ma (modeste, mais déja trop longue) expérience en tant qu'enseignant des
mathématiques et qu'ancien formateur en tennis.

Ainsi, chemin faisant, jai lopportunité d'aborder, par un biais proba-
blement inhabituel, quelques concepts qui me paraissent fondamentaux en

Adresse de l'auteur: Jacques Bair, Faculté dEconomie, de Gestion et de Sciences Sociales,
Boulevard du rectorat, 7, Bat. 31, 4000 - Litge
courriel : J.Bair@ulg.ac.be



Didactique

didactique des mathématiques. Toutefois, pour éviter ce que F. Bacon ap-
pelait le premier déréglement du savoir, celui qui apparaft quand les hommes
étudient davantage les mots que la matiere ([2], p. 23), jessayerai de m’ex-
primer dans un langage ordinaire et compréhensible, reléguant quelquefois
dans des notes de bas de pages les définitions de termes plus techniques
utilisés par certains didacticiens.

Jai structuré cet article en quatre parties de longueurs inégales. Dans
la premigre section, je tente dexpliquer quelque peu pourquoi je rapproche
les formations en tennis et en mathématiques. Les trois autres sections se
référent aux trois types d'« acteurs » dans les apprentissages de ces deux
disciplines, & savoir respectivement les éleves, les professeurs et I'entourage.

2. Les mathématiques peuvent étre considérées
comme étant un sport

Je ne m’attarderai par sur le fait bien connu que les mathématiques
peuvent etre pratiquées sous formes de véritables compétitions, dont le nom
ee réfere dailleurs au monde sportif : ainsi, les éleves peuvent annuellement
participer aux Olympiades mathématiques, ainsi qu'a divers rallyes.

Je vais plutdt m’efforcer de justifier un peu le titre de cette section
en répondant, trés succinctement et de fagon fort subjective, & ces deux
questions qui me paraissent capitales : les mathématiques, c'est quoi? et a

quoi servent les mathématiques ?.

21. Les mathématiques, c’est quoi?

Il n'est évidemment pas question ici de donner une « définition » nette
et non ambigué¢ des mathématiques. Bien des personnes beaucoup plus
compétentes que moi ont écrit de multiples pages parfois savantes sur
le sujet.

Je wvois les mathématiques comme formant un grand jeu auquel
g'adonnent aussi bien les jeunes en obligation scolaire, que d'autres per-
sonnes qui sont amenées a exploiter des théories mathématiques dans
d'autres sciences lors de leurs études ou de leur profession, ainsi que cer-

taine amateurs de défis intellectuels apparemment gratuits.

©
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Ce jeu est doté de regles précises que tout pratiquant se doit de
respecter scrupuleusement, sous peine dune sanction immédiate (1). De ce
point de vue, les mathématiques ressemblent au tennis, par exemple, qui se
réfere également 2 des régles trés strictes a respecter par les joueurs.

Mon expérience a l'université me fait croire que certains de mes étudiants
« jouent » parfois en mathématiques avec des regles déja rencontrées dans
un autre contexte, mais non conformes. Par exemple, il n'est par rare de
rencontrer un calcul exécuté avec des nombres corrects, mais avec des
opérations inexactes. Or, dans tout jeu, un non-respect des régles conduit
inévitablement & I'échec; & ce propos, il me parait intéressant de constater
que ce principe n'est jamais remis en cause en tennis, mais l'est parfois
en mathématiques; par exemple, si une balle de tennis sort des limites
autorisées, méme de trés peu, elle est déclarée mauvaise; par ailleurs, si
un caleul est faux, mais « presque juste », certaine étudiants estiment
« normal » de recevoir une partie des points prévus pour la question.

Je me dois d'ajouter que certains scientifiques ee sont penchés sur des
liens potentiels entre mathématiques et jeux. Ainsi, CournoT estime que les
mathématiques sont un pur jeu desprit ([&]).

Par contre, le philosophe Wirteenstew, dont un chapitre de sa Grammaire
philosophique intitulé Les mathématiques comparées a un jeu ([21], pp. 295
- 301), se montre plus nuancé. D'une part, il compare les mathématiques
a un jeu déchecs ou le nom attribué aux pieces (Roi, Reine, ...) nest
d’aucune importance, tandis que les déplacements des pieces pourraient se
faire selon dautres regles sans altérer l'objectivité du jeu. Dautre part, les
mathématiques ne sont pas un jeu, car il y est interdit de changer a sa
guise les regles qui sont dictées par la logique : le rdle de la démonstration
de non-contradiction est donc de nous apporter la garantie que notre « jeu »
arithmétique est indéfiniment jouable et que nous sommes & l'abri de mau-
vaises surprises. ([16], pp. 259 - 260)

2.2. A quoi servent les mathématiques?

S

Je répondrai (trop) simplement & la question par trois arguments qui
sont sepécialement destinés a des publics différents.

" Au premier abord, cette vision des mathématiques peut paralitre « formaliste ». Elle n’in-
terdit toutefois pas forcément d'autres conceptions philosophiques sur les fondements de cette
science, comme l'empirisme ou Iintuitionnisme [20].
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— Tout d’abord, lon peut faire des mathématiques par gofit, pour leur
« beauté »; un tel argument ne parviendra évidemment & convaincre
que les « convertis » pour lesquels toute aventure mathématique vaut
la peine d'étre vécue.

— Une deuxieme raison plus pragmatique consiste a indiquer que les
mathématiques sont couramment employées avec efficacité dans la vie
courante et dans les autres sciences; a ce propos, je recommande no-
tamment les études réalisées sur le sujet par la Société Mathématique
de France ([17], [18]). Cette justification peut &tre facilement donnée

a des étudiants du supérieur qui s’inscrivent dans des orientations
grandes consommatrices de mathématiques; toutefois, elle paraftra
probablement peu convaincante pour les autres éleves qui doivent l'ad-
mettre comme un acte de foi puisqu’ils ne possedent pas un bagage
suffisant pour véritablement la comprendre.

— Enfin, de maniére assez « militante » j'en conviens, je pense que cha-
cun doit faire des mathématiques pour se former lesprit, de la méme
maniere qu’il est recommandé de faire du tennis pour rester en bonne
santé. A ce sujet, il convient toutefois de remarquer une différence
entre les mathématiques et le tennis : pour les jeunes, I'éducation sco-
laire est obligatoire, tandis que la pratique sportive est généralement

facultative.

Ce dernier argument comparant les mathématiques au tennis est ancien,
puisque F. Bacon écrivait déja en 1605 (°) : ...les hommes ne comprennent
pas aseez quel usage excellent les mathématiques peuvent avoir en ce quelles
apportent reméde et guérison 4 de nombreux défauts de l'esprit et des fa-
cultés intellectuelles. Car i I'esprit est trop obtus, elles I'aiguicent; sl a trop
tendance a vagabonder, elles le fixent, s'il est trop plongé dans le sensible,
elles le rendent abstrait. Ainsi en est-il des mathématiques comme du tennis,
qui est un jeu en lui-méme sans utilité, mais qui est fort utile en tant qu’l

rend loeil rapide et le corps prét a se plier a toutes sortes de postures.
([2], p. 130).

2.3. Sport universel

En guise de conclusion pour cette section, jécrirai que les mathématiques

s

peuvent gtre assimilées a un sport. Cest aussi ce que pense, et bien mieux

(%) Etant donné que les débute du tennis moderne remontent & 1873 [9], il est vraisem-
blable que Bacon faisait référence au jeu de la paume frangaise qui est I'ancétre du tennis
contemporain.

&
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que je ne pourrai lexprimer, J. P. Kanang, professeur émérite de I'Université
de Paris X, dont les avis pertinents font toujours autorité dans le monde
de l'enseignement : Certes, les enjeux des hommes dépassent, et de loin, la
formation mathématique. Mais on ne saurait réduire la formation mathématique
a une couche dutilisateurs virtuels. La mathématique est une langue univer-
selle, dont les éléments doivent étre connus de tous les hommes : cest

N

un sport universel accessible a tous les enfants; cest une science vivante,
dont le mouvement, dans ses grandes lignes, doit pouvoir tre saisi par tous
les citoyens; cest la continuation dune longue histoire, I'annonce dune his-
toire future, qui intéresse tous les étres humains a venir. Elle a sa place,
completement et pour tout le monde, dans la culture de notre temps.

3. Les éléves

Que la Belgique, un si petit pays, possede au méme moment les deux
grandes championnes de tennis Justine HeniN-Harpenne et Kivo Clyster me
parait tout & fait extraordinaire eu égard & la multiplicité de circonstances
a réunir pour « fabriquer » un(e) champion(ne). De fait, pour atteindre le
sommet du classement mondial, et méme du classement national dans une
moindre mesure, une personne pratiquant le tennis doit jouir de qualités
individuelles hors du commun, 8tre douée d'une excellente technique tennis-
tique, disposer de bons entraineurs et aussi évoluer dans un contexte trés
favorable.

Je vais tout d'abord traiter des qualités individuelles en essayant de les

transposer a l'apprentissage des mathématiques. Les autres points seront
considérés ultérieurement.

3.1. Qualités individuelles

Pour devenir un bon joueur (°), il faut posséder d'évidentes qualités
athlétiques, telles qu'endurance, résistance, vitesse de course, réflexes, co-
ordination des mouvements, force, détente, .... |l est nécessaire, mais non

suffisant, que de telles qualités physiques soient réunies chez un tennisman
pour quil atteigne un bon niveau.

(®) Dorénavant, jutiliserai uniquement le masculin, mais il est clair que cela peut aussi concer-
ner le féminin.
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Par ailleurs, un apprenti champion doit faire preuve de grandes qualités
mentales. En effet, un match de tennis n'est rien dautre qu’une « lutte »
entre deux combattants qui veulent la victoire; a qualités athlétiques
équivalentes, celle-ci sourit toujours & celui qui gére le mieux son stress,
qui est le plus courageux, le plus volontaire, le plus positif, qui a le plus le
sens de l'effort,. ..

Ce qui précede explique clairement pourquoi tout débutant en tennis n'at-
teindra jamais le niveau de JustiNe ou de Kim! Il n'empéche que la pratique du
tennis est, généralement, & recommander & chaque jeune qui peut g'épanouir
et se développer en g'efforgant d'atteindre le meilleur niveau possible, ce qui
lui procurera, de toute fagon, bien des satisfactions.

Une semblable analyse peut étre faite pour les mathématiques, mutatis
mutandis.

Pour devenir fort en mathématiques, un éleve doit posséder des qua-
lités intellectuelles certaines : la réflexion, lesprit critique, la rigueur,... Au
surplus, il doit également faire preuve de qualités mentales semblables a
celles requises en tennis : par exemple, &tre capable de gérer son stress
notamment lors des épreuves certificatives, avoir le sens de leffort car la
discipline n’est pas toujours facile, aborder un probleme mathématique inédit
avec une mentalité positive [4], ... Bref, il doit poseéder ce que les peycho-
pédagogues appellent des compétences transversales (*).

Il me parait indéniable que tout étudiant n’atteindra pas les compténces
transversales nécessaires pour remporter une médaille Fields (®). Il nen est
néanmoins pas vrai que chacun peut, et méme doit, faire des mathématiques
pour son épanouissement intellectuel et sa satisfaction personnelle, ainsi que
Iexprimaient si bien F. Bacon et J.P. Kanane dans les extraite cités ci-dessus.

(*) Un décret du 24 juilet 1997 relatif aux missions prioritaires de I'enseignement en
Communauté frangaise de Belgique définit les compétences transversales comme suit : atti-
tudes, démarches mentales et démarches méthodologiques communes aux différentes disciplines
a acquérir et a mettre en oeuvre au cours de I'€laboration des différents savoirs et savoir-faire.
([14], cité par [7], p. 14)

(®) Etant donné quil nexiste pas de Prix Nobel en mathématiques, la médaille Fields est
une des plus hautes distinctions dans la discipline, ce qui constitue a peu prés I'équivalent
des premieres places du classement mondial en tennis occupées actuellement par nos deux

championnes belges.
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3.2. Point de vue technique

Muni de ees qualités physiques et morales, un tennisman ne peut pro-
gresser qu'en acquérant des gestes coordonnés, exécutés selon une technique
précise et slire. Contrairement & certains entraineurs contemporains, je suis
partisan de procéder de fagon fort eystématique en insistant, dans un pre-
mier temps, sur lacquisition de bons coups de base, a savoir le coup droit,
le revers et le service, et ainsi en laiseant a plus tard lapprentiseage de
coups les moins fréquents comme les volées, le emash, le lob, 'amortie, ...

Il est indispensable pour un tennisman de se doter de gestes automa-
tiques : par exemple, dans une situation de match, un joueur ne doit plus
se demander quel pied doit étre placé en avant pour exécuter un revers,
mais il doit évidemment Etre capable d’envoyer son revers sans réfiéchir
sa technique et en se concentrant exclusivement sur sa tactique.

Cest pour cette raison qu’un jeune tennisman qui aspire a un cer-
tain niveau doit s'entrainer fréquemment (souvent quotidiennement et méme
plusieurs heures chaque jour), en le faisant de maniére déterminée, enthou-
siaste, avec toujours bien en téte ses objectifs établis en concertation avec
son entraineur.

L'analogie entre le tennis et les mathématiques me semble ici aussi perti-
nente. De fait, avec ses capacités intellectuelles et son niveau de formation,
un éleve doit se forger une solide base, tant au niveau du savoir que du
savoir-faire. A cet effet, je préconise un apprentissage ol le « surfing » est
a éviter : les méthodes et concepts fondamentaux doivent gtre bien assimilés
avant d'aborder avec efficacité des notions plus particulieres.

Il convient encore que I'éleve acquiert des « automatismes » lui permet-
tant de bien raisonner, de bien calculer. Ainsi, en guise dillustrations, un
étudiant doit parfaitement maftriser le principe d’une démonstration par I'ab-
surde pour démontrer que le nombre V2 est irrationnel, ou encore il ne peut
hésiter sur les techniques de calcul algébrigue pour primitiver le quotient de
deux polynémes.

Pour acquérir de telles compétences, qualifiées par les pédagogues de
disciplinaires (°), les éléves doivent « g'entrafner » & la manigre de sportifs.
Cest ce qua parfaitement compris une grande maison d'éditions frangaise
qui propose des ouvrages, dans une collection nommée FPerformance!, dont

la couverture présente un sportif en action sur la premiere face, et un

(®) Voir note (%) page 10
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descriptif de la méthode proposée sur la derniere face. Ainsi, la couverture
du manuel d'analyse destiné aux éleves de la terminale C-E [10] comprend
la photo d’un joueur de tennis et le texte suivant :

S

La recherche de la performance individuelle, a quelque niveau quelle se
situe, doit g'appuyer sur une bonne technique et une quantité suffisante
dentralnement; ceci vaut pour le sport, la musique, les jeux ... et I'étude
des mathématiques |

Aussi, autant connaitre les méthodes et les pratiques dentratnement qui
permettent de progresser.

Ce livre vous aidera & affronter victorieusement les mathématiques en
Terminale C-E. Il propose :

— un grand nombre de Q.CM. (questions a choix multiples, techniques
d’évaluation permettant de tester progressivement les acquis, de savoir
ce qui a été compris, ce qui ne l'a pas été et, grlce aux corrigés
motivés et détaillés, de combler des lacunes;

— « l'essentiel » & mémoriser;

— « Pour savoir faire » : tous les objectife a atteindre, illustrés
d’exemples commentés avec explications et conseils de méthode;

— des exercices de seynthése entierement résolus afin d’étudier des
themes sous un angle synthétique.

Bordas Performance! privilégie la réflexion et sélectionne lessentiel pour

vous permettre de vraiment réussir en maths.

Bons entrainements ... avec Bordas Performance! ([10]).

4. Les professeurs

41, Qui?

L'apprentissage d’un tennisman est généralement long, au vu de la diffi-
culté du jeu. Au départ, des moniteurs spécialisés se chargent d'initier les
coups de base : ils doivent faire preuve de nombreuses qualités pédagogiques
telles que la patience, la clarté, la rigueur, la psychologie, ..., mais peuvent
ne pas avoir été eux-mémes des champions (7). Je ne considérerai pas ici
ce type de formateurs, bien quils jouent évidemment un rble essentiel dans

(7Y La fédération belge exige toutefois que les « initiateurs » aient un classement minimum
de C15,2, ce qui correspond a un niveau local respectable.
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la carriere du joueur; je ne considérerai donc que les entraineurs de joueurs
techniquement formés et qui participent déja a des compétitions.

Les journalistes sportifs se penchent souvent sur le role primordial que
posséde un entraineur de tennis aupres de son protégé : il laide 2 se
préparer idéalement tant physiquement que moralement et techniquement, il
analyse ses rencontres et met avec lui au point une stratégie pour l'avenir, il
lui donne la eérénité, Ienthousiasme, le courage et le moral nécessaires pour
aborder des compétitions parfois stressantes, ...l convient dailleurs de no-
ter que les champions s’entourent souvent de plusieurs personnes ayant des
spécificités particulieres : un coach pour organiser la carriere, un entraineur
technique pour affiner les coups, un préparateur physique qui met au point
un entrainement corporel adéquat et, parfois, un sophrologue chargé de la
préparation mentale.

En poursuivant mon analogie avec le tennis, je m’occuperai principalement
dans cette note des licenciés en mathématiques (parce que je connais le
mieux leur cas); bien entendu, les instituteurs et régents, dont le role est
pourtant si important dans la société, pourront peut—étre trouver dans ce
qui suit des idées qui les concernent quelque peu.

Par comparaison avec les entraineurs de tennis, jestime que la mission
d’un professeur de mathématiques est quadruple : il doit en effet jouer le
rdle de « coach » de formateur aux plans procédural, méthodologique et
mental. Effectivement, un professeur de mathématiques doit

- 8tre un « guide » pour chacun de ses éleves, qu’il s'efforcera d’amener
le plus loin possible dans les connaissances et le savoir-faire;

- veiller & donner un bon bagage technique & chacun de ses éleves, en
g'inepirant notamment de la méthodologie préconisée par les ouvrages
« Bordas Performances! » évoqués ci-dessus;

- faire acquérir des méthodes de travail et de raisonnement perfor-
mantes;

- lui donner le golit et Penvie du travail mathématique; il est mal-
heureusement bien connu que certains éleves sont dégolités des
mathématiques parce qu'un de ees professeurs n'a pas fait preuve
d’une psychologie adéquate.

Toutes ces missions, pourtant fort différentes les unes des autres,
doivent 8tre simultanément exercées par chaque professeur et, de plus,

g'adapter a chacun des éleves (pourtant fort différents les uns des autres).
Cette vision d'un professeur de mathématiques met bien en évidence toute
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la difficulté de cette profession. A titre anecdotique (mais fort réaliste), on
peut regretter que les professeurs de mathématiques ne jouissent pas de la
méme considération, et des mémes salaires, que leurs homologues sportifs.
Il est toutefois vrai qu'en cas d'échec d'un de ses éleves, le mathématicien
n'est pas remercié, comme cela ee fait couramment en tennis (et dans
d'autres sports) face a des résultats jugés peu satisfaisants!

4,2, Comment?

Je me placerai encore dans le cas d'un entraineur de tennis qui s’occupe
de joueurs participant & des compétitions.

Tout entrainement doit 8tre préparé en fonction du programme immédiat
du joueur, de ses objectifs a court terme et de son plan de carriere.
Cette préparation se base sur les connaiseances théoriques et Iexpérience
du coach, mais celui-ci se doit d'adapter son plan de travail au mieux des
intéréts de son protégé.

s

Lessentiel d’un entrainement est consacré & du travail sur le terrain,
les aspects physiques et psychologiques étant certes importants mais moing
prenants. A ce niveau, il me semble intéreseant de relever le fait que les
entrainements se réduisent souvent & « faire des gammes » pourtant fas-
tidieuses, mais indispensables pour assurer lautomatisme des coups dont
il a été question ci-dessus. Toutefois, les séances doivent &tre variées, at-
trayantes et efficaces, ce qui impose au coach de trouver les séquences de
travail les plus adéquates pour son poulain.

Réguligrement, et notamment aprés chaque match, I'entraineur doit ana-
lyser la situation avec son joueur, rectifier en conséquence les entrainement
ultérieurs. Cela réclame un respect mutuel des deux protagonistes et une
bonne connaissance l'un de l'autre : Ientraineur indique & son joueur ce qu’il
attend de lui et celui-ci doit « jouer le jeu » et informer son mentor de ses
possibilités, de ses difficultés et de ses aspirations.

s

Comme un formateur de tennis se doit de réfléchir & ses entrainements,
le professeur de mathématiques prépare ses legons.

L'enseignant a, tout du moins dans le secondaire, 'avantage (qui peut
se révéler &tre un inconvénient!) sur le sportif de disposer dun programme
officiel avec des directives plus ou moins précises. Il n'en reste néanmoins
pas vrai que son travail est imposant et revient & adapter pour ses éleves

14




Didactique

ce quil a appris lors de ses études universitaires (°). A ce sujet, il me
semble utile de signaler que ce travail de transposition doit quelquefois Etre
suivi d'une phase que certains qualifient de dé-transposition [1] : il g'agit
alors de préciser une présentation antérieure pouvant étre trop sommaire
et méme quelquefois de rectifier une approche erronée. Cest le cas, par
exemple, avec la définition d'une tangente qui est d'abord présentée dans
enseignement secondaire inférieur comme étant, dans le cas d’un cercle, la
droite passant par le point de tangence qui rencontre la courbe en un seul
point, puis, dans le secondaire supérieur, est introduite d'une autre fagon
pour le graphe d'une fonction; si, en analyse, I'éleve en reste a la premiere
conception d’une tangente, il risque de e heurter a ce que les didacti-
ciens appellent un obstacle épistémologique (9). A la suite de V. Hengy [11],
jajoute que de tels obstacles peuvent quelquefois &tre réduits gréce & une
anticipation adéquate. En guise d'illustration, quand le professeur présente
léquivalence entre la différentiabilité et la dérivabilité d’une fonction a une
variable réelle, il peut alors insister sur le fait que cette propriété nest plus
forcément valable dans le cas de fonctions a plusieurs variables; cette pra-
tique de lanticipation est souhaitée autant que possible, mais elle réclame
évidemment du recul sur la matiere et une bonne connaissance des matieres
qui seront dispensées ultérieurement.

Lore de ees cours, un professeur de mathématiques consacre lessen-
tiel de son temps a lapprentissage spécifique de sa matiere, dans la me-
sure du possible sans oublier les autres aspects de sa mission. Un de ses
réles majeurs consiste & trouver des situations didactiques ('°) adéquates,
c'est-a-dire motivantes, adaptées a la matiere ainsi quau public vieé, et
susceptibles d'atteindre les objectifs fixés par les différents acteurs. Ces
situations didactiques peuvent gtre puisées dans les mathématiques elles-

mémes ou dans le monde réel : le premier cas se réfere & un enseignement
qualifié de vertical, tandis que le second cas se rapporte a un enseignement

(®) Les didacticiens appellent ce travail la transposition didactique; ils disent de plus que cela
consiste & transformer le savoir savant en un savoir a enseigner.

(%) Selon P. Leranp, on parle d'obstacle épistémologique quand on peut vérifier quhistorique-
ment, les mathématiciens ont éprouvé les mémes difficultés que les éleves dans le domaine des
mathématiques concerné. ([12], p. 311).

(19) Selon Brianp et CHevaLiEr, une situation est didactique lorqu'un individu (en général le pro-
fesseur) a lintention denceigner & un autre individu (en général Iéléve) un savoir donné. ([5], p.
27)

15




Didactique

appelé horizontal (M); en particulier, de nombreuses situations peuvent &tre

trouvées dans le monde des sports, notamment du tennis ([3], [19]).

Par analogie avec le tennis, je souhaite insister sur la nécessité, a mes
yeux, dimposer & certaine moments des exercices qualifiés de « drills », qui
semblent décriés ces derniers temps. De tels exercices, comparables a des
gammes en tennis (ou en musique), constituent, selon moi, un passage obligé
vers un savoir-faire technique indispensable a la progression; en effet, I'objec-
tif supréme d'un cours consiste a résoudre des problemes [4], mais comme
le font justement remarquer des collegues frangais, il n'est pas possible de
résoudre efficacement des problémes sans maftriser des automatismes, c'est-
a-dire des procédures quion peut exécuter sans réfiéchir ('2) ([6], p. 12).

Une telle pratique systématique permet, dans bien des cas, a Iéleve de
« donner du eens » a la matiere qu'il étudie.

Enfin, tout enseignement doit se dérouler dans un esprit de confiance
réciproque et de respect mutuel. De plus, contrairement au tennis ol les
liens entre joueur et entraineur sont la plupart du temps fort informels, un

apprentissage scolaire est plus codifié et doit obéir a des régles explicites
et implicites (°).

5. L’entourage

La carriere d’'un champion de tennis dépend, je I'ai déja signalé, de nom-
breux facteurs, mais elle est toujours influencée par le milieu dans lequel
évolue le joueur. En premier lieu, il y a lieu de mettre en évidence le role
essentiel tenu par les membres de la famille du sportif; epécialement, les
parents doivent donner au joueur le golt du sport, I'encourager dans ses

(@) D'aprés N. RoucHe, un enseignement de mathématiques est vertical &'l consiste pour I'es-
sentiel a inculquer la théorie déductive aux éleves et ne se soucie pas des applications, des
multiples liens que les mathématiques entretiennent avec le monde réel, physique ou social. ...Un
enseignement est horizontal s'il consiste surtout 4 faire travailler les éleves dans des contextes
du monde réel, physique ou social ([15], p. 2).

(%) L'acquisition d'automatismes évite ce que les psychologues appellent « la surcharge cogni-
tive » qui se traduit par une perte de contrdle d'une partie de la procédure que I'on est en train
de mettre en place : on oublie une étape, on oublie ce quon cherchait, ...

(19) Ces regles sont rassemblées dans ce que les didacticiens appellent le contrat didactique.
D’aprés Jonsua et Dupi, ce contrat fixe les roles, les places et fonctions de chaque partie. Il
fixe les activités attendues du professeur comme des éléves, les places respectives de chacun au
regard du savoir traité, et méme les conditions générales dans lesquelles ces rapports au savoir
évolueront au cours dun enseignement. ([13], p. ©).
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efforts, le guider dans ses objectifs, ...sans oublier de mentionner le temps
et largent investis dans cette aventure. En deuxieme lieu, je signalerai I'im-
pact joué par les dirigeants de clubs : cest souvent eux qui organisent
les entrainements. Enfin, il y bien slr les responsables de la fédération qui
sélectionnent les jeunes et dictent toute la politique de la formation & leur
niveau (régional, national ou international).

Une semblable pyramide ee retrouve en apprentiseage scolaire. Au premier
stade se situe aussi le milieu familial . il ne fait pas de doutes, contraire-
ment aux souhaits de certains, qu'un éleve issu d'une famille avec un niveau
culturel et intellectuel élevé est au départ favorisé par rapport a quelqu’un
provenant d'un milieu social plus pauvre. Au niveau intermédiaire ee situent
les profesceurs et responsables des écoles; la ausssi, il est de notoriété
publique que le choix d’un établissement peut jouer un rdle important dans
la formation intellectuelle d'un éleve. Enfin se retrouvent au niveau le plus
large les inspecteurs et responsables de la politique denseignement (™*)
ils ont notamment pour mission d'élaborer les programmes et de veiller 2
leur respect.

©. Conclusion

Cette breve analyse comparative entre les mathématiques et le tennis
paraitra probablement & certains « tirée par les cheveux », voire parfois
polémique et tout & fait critiquable. Il n'empéche quelle me paralit, méme
si jai parfaitement conscience de « précher un converti », instructive a
bien des égards et peut amener a repenser en partie lenseignement des
mathématiques.

Quoi qu’il en soit, javoue avoir pris bien du plaisir & rédiger cet article!
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Camemberts, histo, courbes, toutes ces représentations font partie de
notre quotidien.

En une année, plus de 2 x 10"% graphiques statistiques sont imprimés
dans le monde.

La Science au présent, éd. Encyclopzedia Universalie.

N

En ltalie, une boutade exprime lincrédulité du quidam a légard de la
démarche statistique : soit deux hommes affamés auxquels on donne un
poulet roti. Le premier s’en empare et le dévore entigrement. En moyenne,
chacun a eu un demi-poulet.

La Cité de chiffres, Jean-Louls Besson, éd. Autrement.

Dans les sondages, chaque mot compte :

A la question : « Pensez-vous que les Etats-Unis doivent autoricer les
discours pubics contre la démocratie? », 21 % des Américains répondent
«oui » et 62 % « non ».

Mais en demandant : « Pensez-vous que les Etats-Unis doivent interdire
les discours publics contre la démocratie? », on obtient 39 % de réponses
positives et 46 % de négatives.

Moralité : il y a bien plus de gens préts & ne pas autoriser que de gens

s

préts 2 interdire.

Science et Vie, n° 299.
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Euclidiana. ..
J. OOMS, Athénée Royal de Chimay

Scolie pour le 4° livre des Eléments

Voici une configuration familiere : le triangle
ABC avec son cercle circonscrit I' et son
cercle inscrit y (voir figure 1).

Nous caractérisons cette configuration en di-
sant que le triangle ABC est inscrit entre les
deux cercles.

Otons les composants du triangle a I'exception
du sommet A : nous obtenons la figure 2.

Nous pouvons évidemment reconstruire le tri-
angle en menant par A les tangentes t’ et t”
au cercle y et en joignant les points d'inter-
section B et C de ces tangentes avec le cercle
I ¢ la droite BC ainsi obtenue, est automati-
quement tangente au cercle I' (voir figure 2).

Jouons avec la figure en déplagant le point A
sur le cercle I' : A se déplace en A’. Menons
par A’ les tangentes t’ et t” au cercle y :
nous avons la surprise de constater que la
droite joignant les points d’intersection B, C
de ces tangentes avec le cercle I est encore
« sensiblement » tangente au cercle y (voir fi-
gure 4).

Adresse de l'auteur: Ooms Jean, Rue de Bourlers, 22, 6460 - Chimay.



Géométrie

L'apparente constance de la propriété : droite BC tangente au cercle
y pour différentes positions du A sur le cercle I nous donne a penser
que tout point du cercle T est le sommet d'un ftriangle inscrit entre ces
deux cercles.

Voila ce qu’EucLibe ne nous a, apparemment, pas révélé!

Reprenons encore une fois la figure 2 et jouons
autrement :

1. en modifiant la distance d des centres
des deux cercles (dont les rayons R et
r sont invariants) sous la condition d <
R—r : cette fois la droite BC nest plus
tangente au cercle y (voir figure D).

2. en modifiant le rayon r du cercle y (dont
le centre reste fixe) : ici encore, la droite
BC nest plus tangente au cercle y' (voir
figure ©).

B L
Fig. 6

G
Ly Pierre Ooms (1)a observé et, ensuite, conjecturé
que, dans tous les cas de figure, qu'il y ait ou
] non possibilité d’inscrire un triangle entre les
deux cercles, la droite variable BC, correspon-
\ / dant & n point variable A du cercle T, avait
B il T

pour enveloppe E un cercle (voir figure 7).
Fig. 7
Suite a l'appel & démonstration que javais lancé sous la rubrique « Au

secours! » page 94 du numéro 122 de Mathématique et Fédagogie, deux
collegues se sont donné la peine de vérifier cette conjecture par la géométrie

(") Ing. FPMS, fils ainé de lauteur.
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analytique (via l'analyse d’un faisceau de coniques) . Il g’agit de P. Lerourca
de St Symphorien et de J. Finouer de Diepenbeek (2).

L'existence du cercle enveloppe étant ainsi bien
03 établie, on peut en déterminer le centre et
le rayon en construisant les triangles isoceles
A1B4Cy et A2B2Co comme indiqué par la figure
8. [MiM2] est un diametre de Penveloppe.
L'analyse de la figure permet de calculer di-
rectement l'abscisse x du centre (sur [axe
OX = 00" dorigine 0) et le rayon p de len-
veloppe E, en fonction des rayons R et r des
Fig. 8 2 cercles de départ et de la distance d de
leurs centres.

- orr \?
x=d w2

o= [e[1-20 ) () ]

On constate alors que x =d et p =r (cest-a-dire que le cercle enveloppe
E g'identifie au cercle y), ssi

c1

On trouve

et

R? — 4% = 2Rr

ce que 'on peut interpréter en disant que : RZ —d® = 2Rr est la condition
nécessaire et suffisante pour que tout point du cercle T soit le sommet
d’un triangle inscrit entre les deux cercles.

s

Il reste a voir &'l peut exister au moins un triangle inscrit entre les
deux cercles lorsque la condition précédente n'est pas satisfaite.

En vertu des propriétés exposées en ap-
pendice (1 et 2) de cet article, le cercle
enveloppe étudié ci-dessus appartient au
faisceau des deux cercles de départ, qui
est un faisceau de cercles non sécants
(faisceau de Ponceler) (figure 9).

Fig. 9

(?) La démonstration de J. Finoust a été publiée intégralement dans le numéro 124 de la
revue, sous la rubrique « Des probléme@ et des jeux », p 75 oq.
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Et comme I'enveloppe E et le cercle v sont tous deux intérieurs au cercle
I, il n'y a, topologiquement, que deux possibilités

— ou bien E est intérieur a y;

— ou bien y est intérieur a E.

Dans ces conditions, ¢'il existait un triangle ABC inscrit entre les deux
cercles T et vy, la droite BC devrait &tre tangente au cercle y et au cercle
enveloppe E (différent du cercle y), ce qui est, topologiquement impossible.

Corollaire.

Dans tout triangle :
R? — o = 2Rr
R, r, d représentant respectivement le rayon du cercle circonscrit, le rayon
du cercle inscrit et la distance des centres de ces deux cercles.

Conclusion.

Alors que lexistence et la construction des cercles inscrit et circonscrit
a un triangle donné est une question incontournable de notre enseignement
de la géométrie, la question réciproque de linscriptibilité d’un triangle entre
deux cercles donné n'a, apparemment, pas retenu lattention des chercheurs.
Cette question trouve ici sa réponse, mais je serais reconnaissant au lecteur
qui pourrait me fournir quelques références historico-bibliographiques relatives
a ce probleme.

Appendice.

1. En relisant le calcul de MM. Lerourca et Finoulst, je réalise que ce
calcul ne prend pas en compte la situation relative des deux cercles
de départ, a savoir que I'un des deux cercles est intérieur a lautre.
J'en déduis que le résultat du caloul (Iexistence d’un cercle enveloppe
de la droite variable BC) sapplique & deux cercles quelconques, qu'ils
soient intérieurs ou extérieurs I'un & lautre, voir méme, sécants ou
tangents.

Il en résulte immédiatement que chacun des deux cercles de départ
peut servir de support au point variable A, si bien que cette analyse
aboutit a l'existence de deux cercles enveloppes associés aux deux
cercles de départ.

Bien entendu, lorsque le point A est intérieur au disque y, les
tangentes menées par A au cercle y sont des droites imaginaires
conjuguées, mais la droite déterminée par lintersection de ces tan-
gentes avec le cercle I est réelle et Penveloppe de ladite droite est
elle-méme bien réelle.
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2. En contrblant les résultats précédents par le dessin, dans le cas de
deux cercles sécants, jobserve que les cercles enveloppes de Pierre
Ooms appartiennent « sensiblement » au faisceau des deux cercles de
départ. Et le calcul m'a permis de vérifier que les dites enveloppes
appartiennent effectivement au faisceau des cercles de départ, qu’il
s'agisse d'un faisceau de cercles sécants ou d’un faisceau de cercles
non sécants (faisceau de PONCELET).

Si les éléments de la matrice a une ligne et trois colonnes (.a b c)

forment un triplet pythagoricien avec a° +b® = c?, alors le produit de cette

122
matrice par | 2 1 2 | fournit également un triplet pythagoricien.
2273
122
Ona(abec)x| 212 |=(a+2b+2c 2a+b+2¢c 2a+2b+3¢c).
222

Calculons :

(a+2b+20)° = 8% + 4b° + 4¢® + 4ab + 4ac + 8bc

et (2a+b+20)% = 42° + b® + 46% + 4ab + Bac + 4bc.

Par addition : (a+2b+2¢)?+(2a+b+2¢)? = H5a° +5b°+8¢>+8ab+12ac+12bc
et puisque &° + b® = ¢?,

(a+2b+2¢0)° + (2a+ b + 20)? = 42° + 4b° + 9c? + Bab + 12ac + 12bc

ce qui est bien (2a+ 2b + 3¢)?.

-1 -2 =2 1.2 2
Les matrices 2 1 2 et | =2 =1 =2 | jouissent également de
2 2 3 2 2 3

cette propriété.
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Probleme de lieux - problemes de

construction
B. DESTAINVILLE, IREM de Toulouse

S

Les problemes de construction sont liés a ceux de lieux. Pour chacun de
ces deux types d'activités, apres découverte d'un ensemble E qui contient
les solutions, et lorsque cet ensemble n'est pas vide, une seconde partie,
réciproque de la précédente, est indispensable : tout élément de I'ensemble
E est-il solution du probleme?

e Dans un probleéme de lieu géométrique de points, et lorsque la
réponse n'est pas immédiate, il est préférable de construire une figure,
éventuellement avec plusieurs positions du point variable, pour conjecturer
ce lieu.

Dans la recherche éventuelle d'une conjecture a l'aide d’un logiciel dyna-
mique, cette construction n'est efficace que si la séquence de construction
des points est correcte. Surtout, avec un tel logiciel, le point P du lieu doit
etre déclaré apres celui qui a été choisi comme point variable M.

Le mouvement de ce point variable M sur I'écran est trés utile pour ob-
server celui de F; cela aidera beaucoup pour Pétude réciproque (voir I'énoncé
V).

En ce qui concerne les démonstrations de lieux, une fois obtenu un sup-
port E du lieu (et dans la mesure oli E n'est pas vide), une étude réciproque
est indispensable pour voir si tous les points de cet ensemble E conviennent :
a partir d’un point P quelconque de E peut-on faire correspondre dans Ien-
semble de départ au moins un point M dont P est limage? Les points P
de E qui n'ont pas d'antécédent sont 2 rejeter (voir les énoncés lll et IV).

Il est préférable de construire une nouvelle figure pour mieux cerner
les étapes de la réciproque; la séquence de construction des points est
nécessairement différente de celle de la premiere partie.

A Tissue de cette étude, nous avons donc trouvé le lieu géométrique par
double inclusion; c’est I'ensemble des points de E qui ont un antécédent.

Adresse de l'auteur: IREM de Toulouse, Bat 1R2, Roure de Narbonne, 118, 31062 Toulouse.



Lieux géométriques

On retrouve évidemment cette démarche lorsqu'on entreprend de justifier
les divers « ensembles-images », en général admis dans les programmes
actuels pour les transformations.

Dire que 'ensemble B est l'image de I'ensemble A par une transformation
T signifie que B est le lieu des images des éléments de A par T : tout
élément de A a son image dans B et, réciproquement, tout élément de B
est Iimage d’au moins un élément de A.

Pour les transformations des différents programmes, I'image d’un segment
est un segment, celle d'un cercle est un cercle, ... Mais ce n'est pas
toujours le cas (penser a linversion); une recherche complete de lieu avec
étude directe et étude réciproque peut alors davantage se justifier.

e Dans un probléme de construction géométrique d’un point, on est
souvent conduit a privilégier parmi les hypotheses deux conditions nécessaires
qui se traduisent par l'apparition du point sur deux lieux géométriques dont
on recherche l'intersection[1]. Lorsque ces deux lieux sont sécants, il reste 4
faire une réciproque : les éventuels points communs a ces lieux satisfont-ils
a toutes les propriétés imposées?

Un exemple : le centre du cercle circonscrit a un ftriangle est
nécessairement & lintersection de deux des trois médiatrices des cotés
de ce triangle; pour prouver que c’est suffisant, il faut démontrer que le
point d'intersection de ces deux médiatrices est effectivement équidistant
des trois sommets du triangle.

Dans certains problémes de construction, un point M peut &tre Image
d’un autre point M’ par une transformation connue; mais, d'une part, il faut
souvent construire d’'abord ce point M’, d'autre part, pour la réciprogue, le

passage de M’ & M nécessite lui-méme une nouvelle construction, en général
aussi par intersection de deux lieux (voir I'énoncé lI).

Dans les activités qui suivent, on peut en particulier observer les liens
entre les deux types de problemes.

Enoncé |

Soient un point A et une droite D du plan. Construire un
cercle de rayon r passant par A et tangent a D.
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Lieux géométriques

e S’ existe une solution, soit | le centre du cercle :

s

— la distance de | & D est r; | appartient donc a l'une ou l'autre des
droites d et d’ paralleles a D a la distance r, lieu des points situés
a la distance r de D;

— la distance de | a A est r; | appartient donc au cercle (A,r) (second
lieu).

Si le point | existe, il appartient donc a lintersection de d ou d’ et du
cercle (A,r). Appelons O la projection de A sur D et supposons, sans nuire
& la généralité de I'exercice, que le point A et la droite d sont d'un méme
coté de D.

® On peut traiter & part le cas particulier
ou A est en O, c’est-a-dire ou OA =0 : dans
ce cas, le cercle (A,r) est tangent & d en un
point | et a d’ en un point J.

Réciproque :
dans ce cas, il y a deux cercles solutions :
les cercles de centre | et J qui passent par
A, cest-a-dire 0, et qui sont par conséquent
tangents a D.

YD

e Dans tous les autres cas, avec 'hypotheése ci-dessus (le point A et la
droite d d'un méme cOté de D), les points I, s'ils existent, appartiennent &
d et au cercle (A,r). Une fois ces deux ensembles construits, on obtient les
trois cas ci-dessous, avec deux, une ou zéro intersections.

B s ~ - ~
P S / \ /! \

AN A I

/

%Y
NGVA

7'\
>

hY
e

s

1

l\ }
\“‘-

d \I I} d d
D @] D 5} D
d’ d d

SI0O<0A<L2r,ilya 5Si OA=2rily a une Si OA>2r, il y a zéro
deux intersections | et I'. intersection |. intersection.
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Réciproque :

— Construisons les cercles de centre | (ou I’) et de rayon r, lorsqu’ils
existent.

— lls passent par A, et comme la distance de | (ou I') a D est égale a
r, ces cercles sont aussi tangents a D.

Bilan complet :

— sl O OA<L2r, il y a deux cercles solutions;
— si OA=2r, il y a un cercle solution;
— i OA>2r, il y a zéro cercle solution.

z 4
Enoncé |l

d et d’ sont deux droites paralléles et A un point du plan
entre d et d’. Construire un triangle ABC, rectangle en A,
avec B sur d et C sur d', de telle sorte que la droite (BC)
soit perpendiculaire 2 d.

e Analyse.

Le couple de droites (d,d’) est invariant par toute translation de vecteur
de méme direction qu'elles. Dol Idée de construire la figure demandée,
abstraction faite de la position du point A sur la parallele a d qui passe
par A, puis de relier cette figure réalisée a la figure demandée au moyen
d'une translation.

Si ABC existe, soit D un point de d et

B D
t la translation de vecteur B?; soient — Y P
E=1t(C) et P =t(A). (\ﬁ_ (ﬁ
D étant fixé, P appartient & deux lieux :
le cercle de diametre [DE] et la droite < 5 7

parallele & d qui passe par A.

® Réciproque. B
On part de d,d',A et de [DE] per-
pendiculaire & d. La parallele a d en A

A coupe le cercle de diametre [DE] en
deux points P et F’. Alors,
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— Avec t/, translation de vecteur PA t/(D) =B et t/(E) =C, le triangle
ABC est rectangle en A. Il convient.
—
— Méme travail avec t”, translation de vecteur P'A. Dol AB/'C’.

@ Conclusion : le probleme admet deux solutions.

Nous avons choisi cette méthode dynamique parce qu'elle fait provisoire-
ment disparaitre la contrainte sur A, en déplagant la figure, dans le méme
esprit que la construction dun carré inscrit dans un triangle, plusieurs
méthodes faisant intervenir un homothétie étant possibles.

e Note : Une autre méthode consiste & construire d’abord le milieu O de
[BC]; si lon appelle D la droite des milieux de la bande de plan et 2a
la largeur de cette bande, O est dans lintersection de D et du cercle de
centre A et de rayon a. On retrouve les deux solutions.

e Un énoncé dans le méme esprit :

A est un point situé 2 lintérieur D
d'un angle aigu de cotés [Ox) et [Oy).
Construire un triangle ABC rectangle en B
A, avec B sur [Ox) et C sur [Oy), et tel B’
que la droite (BC) soit perpendiculaire a N

la droite [Oy). DO C 5
; WV

p

lci les droites (0x) et (Oy) sont invariantes dans les homothéties de
centre O. Nous laissons au lecteur le plaisir de mettre en oeuvre une ho-
mothétie pour l'analyse, et de réaliser la construction ci-dessus pour obtenir

S

les deux solutions a laide de deux nouvelles homothéties.

Enoncé lll

Soit un segment [AB] et M un point quelconque du plan.
Tracer la perpendiculaire & (MA) en A et la perpendiculaire
a (MB) en B. Lorsque ces deux droites sont sécantes, on
appelle P leur point dlintersection et | le milieu du segment
[MF].
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1. Pour quelles positions de M le point P existe-t-il ¢
2. Quel est le lieu géométrique de 17

2. Quel est le lieu géométrique de P lorsque M décrit une
droite d perpendiculaire & (AB)?

1. - Existence de F.

P existe si et seulement si les perpendiculaires aux droites (MA) et (MB)
ne sont pas parallgles, c’est-a-dire si les points A, M et B ne sont pas
alignés. P existe donc si et seulement si M nappartient pas a la droite
(AB).

2. - Lieu géométrique de |.

e Le support du lieu (analyse).

M
En considérant les deux triangles rec-
tangles AMP et BMP, 'hypoténuse com-
mune est [MF] et : O
A Y B

IA=IM=IP =B, I
donc | appartient a la médiatrice D de
[AB].

P

e Réciproque (synthése).
Soit | un point quelconque de D. ID
Construction : le cercle (I) de centre | M

qui passe par A, passe aussi par B.
Soit un point M quelconque de () et P
le point diamétralement opposé.

| convient-il? Les triangles MAF et
MBF, inscrits dans des demi-cercles,
sont rectangles. Donc | convient et il
lui correspond une infinité de couples de
points (M,F).

e Conclusion.

Le lieu géométrique de | est la droite D en entier.
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3. - Lieu géométrique de F.
e La figure.

En séquence, construction d'une droite d perpendiculaire a (AB), de M
sur d, puis P, puis |. Notons m lintersection de d et de (AB); d'apres le
point 1., P existe si et seulement si M # m. Notons p la projection de P
sur (AB).

e Conjecture.

Le logiciel CABRI propose comme lieu géométrique de P une perpendiculaire
d’ a (AB) privée de son intersection p avec (AB). L'observation de plusieurs
positions de d nous incite a penser que p est le point symétrique de m par
rapport au milieu O de [AB] (voir la figure ci-dessous).

e Note.

Une erreur consisterait a utiliser le fait que 4’ est la droite symétrique
de d par rapport a | pour obtenir directement le lieu; en effet, | est variable.

M d’
o Le support du lieu (analyse). T

La projection orthogonale de | sur la /i\‘\____
droite (AB) est O (voir le point 2.), celle
de M est m et celle de P est p; or |

est le milieu du segment [MF]; ainsi,
par projection, O est le milieu de [mp].

o Conclusion.

P appartient a d', droite perpendiculaire a (AB) en p, point eymétrique
de m par rapport a O.

e Réciproque (synthése).
Soit P un point quelconque de 4’
Construction : tragons les perpendiculaires en A & (FA) et en B a (FB).

— Si P =p, ces droites sont paralléles; M nexiste pas.
— Si P #p, ces droites sont sécantes en un point M.

Soit | le milieu du segment [FM]. En séquence, nous avons donc construit
P, puis M, puis I.

33




Lieux géométriques

P _convient-il? pour tout point P de d’, distinct de p, en inversant les
rdles de P et M dans I'étude qui précede (c’est-a-dire I'analyse), on démontre
que M appartient 2 la droite d. Donc F convient.

e Conclusion.

Le lieu géométrique de F est la droite d’ privée du point p (voir I'annexe
pour un complément).

Enoncé IV

(0) est un quart de cercle de centre O et dextrémités A
et B. Pour tout point T de (0) distinct de B, la tangente
en T a (0) coupe la demi-droite [OA) en M. F est le point
de la demi-droite [MT) tel que MP = MO. Trouver le lieu
géométrique de F lorsque T décrit (O).

e La figure.
Apres la mise en place de (0), la séquence de construction est T, M, P.
e Conjecture (avec CABRI).

En déplagant T sur (0), on peut observer les comportements limites de
P aux extrémités d'un segment qui pourrait &tre le coté 1BI] du carré AOBI.

I M
'::J; A \ O A \

construction conjecture
e Note.

La figure réalisée en commengant par construire M sur [OA), puis T, puis
P apporte une information originale pour B qui semble exclu du lieu.
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- S
e Explication. I
CABRI n'utilise pas de point 2 linfini
dans le tracé de lieux.
O A M
o Le support du lieu (analyse).
B ~\P |
Soit | le quatrieme sommet du carré 1T
AOBI et H la projection de P sur (OA). :/’
Montr?nls d(;]abo.rc; q'ue IeBlpoint F appar- /,1
tient a la demi-droite [BI). L M
O H A

Démonstration

— Par hypothése, P est dans le demi-plan de frontiere (OM) qui contient
T.

— Dune part, P appartient & la droite (Bl); en effet :
Une premiere méthode : dans le triangle OMP isocele en M, les hau-
teurs [PH] et [OT] sont isométriques, donc FH = OT.
Par suite, FH = OB, donc, avec (FH) et (0OB) paralleles et AP et OB
de méme sens, AP = OB. P est limage de H par la translation de
vecteur OB. Donc P appartient a (Bl) transformée de (OA).
Une deuxieme méthode : avec des considérations angulaires, les tri-
angles OBP et OTP sont isométriques (deuxieme cas), donc le triangle
OBFP est rectangle en B; donc les droites (BF) et (Bl) sont confon-
dues.

— D'autre part, dans la construction de P, le cercle (M;MO) est dans le
demi- plan de frontiere (BO) qui contient M.

S

Ainsi, P appartient 2 la demi-droite [Bl) qui est située dans ce demi-
plan.

® Réciprogue (synthése).

Construction : soit P un point de la demi-droite [Bl) et T le point
symétrique de B par rapport a (OF). Alors TOB = 2F0B.
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— Si P=B, T=B et M n'existe pas.
— S P#B et P extérieur a 1Bl], comme POB > 45°, TOB > 90°; donc
P ne convient pas.

Ainsi, il faut que P appartienne au segment 1BI] : le lieu de P est donc
inclus dans 1BI]. Est-ce suffisant?

Soit P un point de 1BI]; par symétrie par rapport a (OF), la droite (FT),
tangente en T au quart de cercle (0), coupe (OA) en M. En séquence, nous
avons donc construit P, puis T, puis M.

P convient-il ?

Une premiere méthode : on établit que OT = OB (symétrie) et que

FH = OB (rectangle BFOH). De ce fait, dans le triangle MFO, MO = MF
(on peut, entre autres, utiliser deux calculs de l'aire du triangle).

Une deuxieme méthode : les angles en O et P du triangle MOF sont
égaux (symétrie par rapport (OF) et angles alternes-internes en P et en
0); donc MO = MP.

e Conclusion.

P convient, donc 1BI] est inclus dans le lieu de P. Ainsi le lieu
géométrique de F est le segment 1BI].

Annexe (")

Notre étude se proposait dinsister sur les deux aspects complémentaires
(étude directe - étude réciproque; analyse - syntheése) des problemes de lieux
et de constructions. Indépendamment de ce theéme, revenons sur I'énoncé lll
pour en souligner la richesse.

e Une étude analytique dans un repere orthonormal, a partir de (OO?)

par exemple, permet de la deviner :

soit M(x,y) et P(X,Y). Alors X = —x, puis, (MA) ayant pour équation
y =m(x+1) (avec (MA) non perpendiculaire a (AB)), une équation de (FA)
est Y = —%(X-F 1), d’ol
2
-1
y="""
Y

(") Daprés une suggestion — étoffée — de Jean-Pierre FREEDELMEYER
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On congoit, des lors, que, I étant le lieu de M et " celui de P, le choix
de T puisse poser probleme pour identifier .

e Ainsi lorsque I' est une droite A sécante a (AB) :

— o A passe par A (resp. B), I’ a pour support la droite fixe perpen-
diculaire a A en A (resp. B);
— o A est perpendiculaire a (AB), nous avons déja traité le probleme;
— mais, hors de ces deux cas, [ ayant pour équation y = m(x+a), avec
a#1 et a#—1 et m constant, I’ releve de 'équation
2
Y = u
m(a —X)

® Lorsque I est un cercle de centre O :

— ol son diametre est AB, la réponse pour [’ est quasi-immédiate
puisque P est sur le méme cercle;
— sinon, avec un rayon a (a# 1), I releve de I'équation

Y2(a® — X?) = (X2 — 1),
® Lorsque I est une paralléle a (AB), distincte de (AB) :
Yy = a, constant, et I releve de I'équation
/]
Y = —(X*—1),
a
qui est une équation de parabole ...

Réciproquement, la relation entre les deux points étant involutive ...

e On congoit qu'un logiciel dynamique, comme CABRI, peut alors &tre d’un
grand secours pour explorer & plaisir des situations, simples pour le choix
de T, donnant pour I" des identités de plus en plus complexes... Un feu
d'artifice de courbes !
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L’addition est-elle

infiniment associative ?
P. DUPONT, H.E.C. Liege

Il est bien connu que laddition des réels jouit de la propriété d'associa-
tivité : pour tous a, b et c € R,

(a+b)+c=a+(b+c)

L'associativité générale s’en déduit aisément (par induction) : quel que soit le
naturel n et quels que soient les réels a4, ap, ..., an, tous les parenthésages
de la somme

ar+ao+-+ay

auront la méme valeur.

Mais quen est-il dans une somme d'une infinité de termes, lorsque la
somme devient une série? Les choses ne sont plus si simples, comme nous
le verrons. |l est cependant nécessaire d’abord de préciser un certain nombre
de notions et de notations.

s

Soit (Up)sent Une suite dans IR. La série associée a cette suite, ou (de
maniere légerement impropre) la eérie de terme général u,, est la nouvelle

suite (Sn)nen définie par
n
Sn = Z Ug.
k=1

Pour la désigner, nous utiliserons l'une des notations

Zun ou uqg+up +us+---, (/])
neN®

« pour rappeler son mode de construction » ([1, p. 249]).

Si lim s, = 5 € R, nous dirons que la série converge et que s est sa

n—a
o0}
o= S un

somme; nous hoterons alors
n=1

Adresse de l'auteur: Pascal Dupont, Rue du Stampia, 77, 1290 Grez-Doiceau
Courriel : p.dupont@math.ucl.ac.be



Associativité dans les suites

Si lim g, =+ ou si lim 5, n'existe pas, nous dirons que la série diverge;
n—ao n—ao

le symbole >, u, est dans ce cas dépourvu de sens.

Remarquons qu’il est aussi absurde de confondre une série et sa somme
que de confondre une suite et ea limite. Voild pourquoi nous distinguons
soigheusement

La question de lassociativité de I« addition infinie » est donc la sui-
vante : est-il permis d'introduire des groupements de termes dans une série?
Par exemple,

uq + (g +us +us) + (us +ug) +uy + - (2)

est-elle convergente si et seulement si (1) lest, et dans ce cas leurs
sommes coincident-elles? 1l importe de se rendre compte que (2) désigne en
fait une nouvelle série, ZHE[N* Vp, AVEC V4 = U4, Vo = Uo + Uz + Us, Vs = Us + Ug,
ete... Précisons que nous ne considérerons ici que des groupements « de
niveau 1 », c’est-a-dire sans parentheéses emboitées. Mais une construction
telle que

(LM+((U2+U5)+U4))+((U5+U6)+U7+U5)+U9+"-

peut gtre étudiée par simple itération des résultats ci-dessous.

Une chose est dores et déja claire; la série ) .-V peut étre conver-
gente sans que > .- Ux he le soit : cest le cas dans |

ExempLE 41
A=+ -=-N+("1 =)+

est la eérie nulle, donc elle converge, et cependant elle est obtenue par
groupements a partir de la série divergente

2 =
neN®

(Cette séric est divergente, parce que ses sommes partielles, qui valent
alternativement 1 et O, n'ont pas de limite.)

Le moment est venu de nous placer dans un cadre général. Soit ) - Uy

une série et » _.v, une série obtenue en y effectuant des groupements
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de termes. Pour chaque n, notons j, le nombre (non nul) de termes dans
le n° groupe (autrement dit dans v,) et k, lindice du premier terme de
ce n® groupe. (Remarquons au passage que les k, se déduisent des j,

ko =1+ Z,”:]/' Jis en particulier, k4 = 1.) Ainsi,

kn+4_4
Vy = Z uj. (3)
I=kn
En dautres termes, Znew* Vo =Vq+Vo+vz+ - est la série
(klM +~-~+uk2_4))+(kuk2+~-~+uk5_4))+(kuk5+-~~+uk4_4))+-~~ (4)
Y Y Y
Jj1 termes Jo termes Jj» termes

Convenons enfin de noter t, les sommes partielles de Znew Vo

L'observation-clé pour tout le reste du raisonnement est la suivante : La
suite (to)news €t une sous-suite de la suite (sy)nent (La suite (bn)nent est
une sous-suite de (an)nens €l existe une injection croissante f de IN* dans
IN* telle que, pour tout n, b, = arn); cela revient & ce qu'il existe une partie
P de IN* (en fait, P =imf) telle que (bn)nen = (@n)nep-) Ici, tn = ¢, -1

Yoici maintenant trois résultats positife.

Proposition 1 Si ) .. u, est convergente, alors ) .. v, est convergente et
@ @
S= S
n=1 n=A1

Proposition 2 Si tous les termes de la série ) .\ un sont positifs, alors
Donens Un €L D one Vo SONE simultanément convergentes ou divergentes et, dans

le premier cas,
@
D =

n=1 n

@
Up.
=1

41




Associativité dans les suites

Proposition 3 Si
(a) limu,=0;
n—ao
(b) La suite (jn)nen des longueurs des groupes est majorée;

alors 3\ Un €0 ) o Vo SONE simultanément convergentes ou divergentes et,
dans le premier cas,

La proposition 1 résulte tout simplement de ce que, lorequ’une suite
converge, toutes ses sous-suites convergent vers la méme limite.

La proposition 2 se justifie, elle, en observant que pour une série a
termes positifs, la suite des sommes partielles est croissante. Or, une suite
croiseante est convergente si et seulement si elle est majorée (auquel cas
sa limite et son suprémum coincident) et, si (tn)nens €8t majorée, (Sn)nen:
lest également car, pour tout n, il existe n” tel que s, < ty.

Voici enfin une démonstration de la proposition 3. Compte tenu de la

proposition A, il reste & montrer que, sous les hypotheses (a) et (b), si
lim t, = t, alors lim s, = t, c’est-a-dire que
n—ao n—ao

(Ve €eRL) (FneN) (Ym=n) sy —t] <e.

Soit donc ¢ > 0.

e Comme Ilmt, = t, il existe ny € IN* tel que, pour tout m = ny,
n—ao
|tm — t| < &/2.

e Par I'hypothese (b), il existe j tel que j = j, pour tout n; puisque
les j, ne sont pas nuls, j ne I'est pas non plus; par Ihypothese (a),
il existe ny € IN™ tel que |um| <e&/(2)) pour tout m > np.
Posons alors n = max{kn,+1,n2 + j}. Soit m = n. Ainsi, ky,41 < n < m. Soit
m’ le numéro du groupe auquel appartient uy, : autrement dit, m’ est tel
que km #m < Kpyq. Comme ny+1 est le numéro du groupe contenant Uk, 140
il suit que nq+1#m’. Alors,

|6m —t] = |uq 4+ -+ + um — t
=lur 4 U, U, oo U —t]
=it Vo U, ot U —
= bt —t+ug, + o+ U
e =t + Ju, |+ -+ |um|
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puisque m’ —1 = n4, le premier terme est strictement inférieur & e/2; en

outre, puieque Ug,ss -+ Unm appartiennent tous au méme groupe, le hombre
des termes |ug,|, ... |um|. égal & m — ke + 1, est inférieur & j. Donc,
kw Zm—j+4>m—j>=n—j=ny et puisque Ky, ..., m 2= Nz, chacun de

s\

ces derniers termes est strictement inférieur & ¢/(2)). Finalement,
€ €
Jor = t1 < Jeror = o]+l [+ +lunl < S+ - =

L'exemple 1 montre que I'hypothese (a) ne peut gtre omise dans la pro-
position 3. L’hypothese (b) ne peut pas I'8tre non plus, ainsi que le montre I

Exemple 2. Soit la série

IR RNCRE R FYCHETERE TN A
neiN*

nous obtenons la série nulle, convergente; cependant, > .- uy elle-méme est
divergente, car les sommes partielles

1-1,

1 1 1 1
T-A+z+z-2-2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1-A+z+z-z-z+z+tz+tz+tz-2-32-37"2

sont toutes nulles (ce sont précisément celles qui font partie de la sous-
suite (tn)nent), tandis que les sommes partielles

1,

1,1
1-1+35+3,

1,4 _4_ 4,4 ,4,4,1
4—4+§+§—§—§+Z+Z+Z+Z,

valent toutes 1.

4%




Associativité dans les suites

Une autre maniere daborder le probleme est de considérer, non plus
un groupement de termes, mais plusieurs simultanément. Soit donc A un
ensemble quelconque d'indices, fini ou infini.

Si, pour chaque A € A, (J}ﬂ,)new* est une suite dans IN¥, posons kﬂ =
k2, —1

n+1

=31, j} et notons, comme en (3), v, = Z u. Considérons alors la famille

n
=]
des séries Z v,. Soit encore K= {k}: A€ A,ne N}
neiN*

Proposition 4 Si IN*\ K est fini et si, pour tout A€ A, Y v} =5, alors
[e2)
Drs s = 8.

En effet, si les sous-suites (af,mlsent (pour A € A) dune méme suite
A . N . N
(8n)nens convergent toutes vers une méme limite a, et si |J,o, im(fa) recouvre

« presque tout » IN* (en ce sens que IN"\ [J,.,im(fz) est fini), alors nlLrt:Oan

existe et vaut a.
[ ]

Exempe & : Si
(U4 +u2)+(U5+U4)+(U5+U6)+(U7+U5)+"'

et
(Ug 4+ us +us) + (s +us) + (Us +u7) + (Up +Ug) + - - -

convergent et ont la méme somme s, alors Zfﬂ up = s. En effet, K =
={1,%2,5,7....,1,4,6,8,...}, et IN*\K={2} est bien fini.

Nous venons d'étudier ce qui se passe lorsque différents echémas de

groupement des termes sont considérés dans une série > - Un. Etudions
maintenant, au contraire, le résultat d'un schéma particulier de groupement
des termes dans différentes soéries. Nous obtenons alors une réciprogue
partielle de la proposition 3 :

Proposition 5 Soit (ju)wen Une suite de naturels non nuls. Si, quelle que
soit la suite (un)nent de limite nulle, la convergence de la série Zne/N* vy qui
sen déduit par le processus (3) entraine celle de la série ), - un elle-méme,
alors la suite (ju)nens €5t majorée.
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Pour prouver cette proposition, supposons la suite (ji)sen* non bornée
et construisons une suite (up)wen: de limite nulle telle que ) \-vy soit
convergente et ) ..U, divergente. Lidée de cette construction est, pour
lessentiel, celle qui se trouve dans I'exemple 2.

Puisque (jn)nen® €5t non bornée, elle admet une sous-suite (ju)aer qui
croft vers +w. Les u; qui se trouvent dans un groupe dont le numéro
n'appartient pas a P sont choisie nuls. En ce qui concerne ceux qui se
trouvent dans un groupe dont le numéro, n, appartient & F, nous prendrons
les termes de la premigre moitié du groupe égaux a 1/j, et ceux de la
seconde moitié égaux & —1/j,; si la longueur du groupe est impaire, le

terme du milieu est laissé nul. Plus explicitement,

1/jn o ke <m<ky+ |jon/2] —1 et nEP
Un =< —A/jn 8l kot LUn+1)/2) SMm<kg+jn—1 et NEFP ;
O  sinon.

Alors, dans la série Znew* Up, la suite des sommes partielles dindices k, +

+ Ljn/2] =1 tend vers % tandis que la suite des sommes partielles d’indices

k, —1 est nulle. La série Znew* v, est la série nulle.

]
Par exemple, si la suite des longueurs donnée pour les groupes est
(2,1,2,2,2,3,2,4,2,5,...),
hous pouvons prendre P = 2IN*, ce qui donne
> Uy=0+0+0+0+0+1-1+0+0+3+0-2+0+0+-;
neiN’
alors,
S =
neiN®
=(0+0)+(0)+(0+0)+(3-2)+©O+0)+(3+0—-3)+(0+0) +---
est bien la série nulle.
Bibliographie
[1] Jean Mawni, Analyse — Fondements, techniques, évolution, De Boeck-

-Wesmael, Bruxelles, 1992.
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La trajectoire des planetes autour

du soleil

M. ROELENS,
Lerarenopleiding secundair onderwijs groep 1,
Katholieke Hogeschool Limburg, Diepenbeek ;

Maria Boodschaplyceum, Brussel.

1. Introduction (")

Le 14 mars 1964, le célebre physicien et Prix Nobel RicHarRD Fevnman
(19186-1988) a donné, pour un public détudiants de premiere année de
Funiversité, une conférence remarquable sur « le mouvement des planctes
autour du eoleil ». Dans cette conférence, Fevnman a démontré que la forme
elliptique de la trajectoire d’'une planete découle des lois de Newron et de la
nature de la force de gravité.

A cet effet, il ne g'est appuyé que sur la géométrie euclidienne; la
démonstration ne contient donc pas de dérivées ni d’équations différentielles.

Il g'agit donc d’une démonstration « élémentaire », ce qui ne veut pas
dire pour autant que le raisonnement soit simple.

Tandis que toutes les autres conférences de Fevwman datant de la méme
période avaient été publiées (voir [2]), on croyait celle-ci perdue. Environ
trente ans plus tard, aprés la mort de Fevnman, on a retrouvé quelques cro-
quis faite par l'orateur en préparation de sa conférence, ainsi qu'une bande
sonore. Sur base de ce matériel, le couple Goovsten a réussi a déchiffrer la

conférence et a la reconstituer en détails. Ce qui a donné lieu a ce petit
livre délicieux.

Adresse de I'auteur: Michel Roelens, Blijde Inkomststraat 49, 3000 - Leuven.

courriel : Michel.Roelens@ler.khlim.be

(") Cet article est la traduction par lauteur de sa recension du livre [1] publiée dans
Uitwiskeling 19/3 (2003), p. 43-48. Rosert HANE a eu la gentillesse de relire la traduction et
d’y apporter quelques corrections.
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2. Histoire de la description du systéme solaire

Le livre commence par un chapitre succinct mais trés bien écrit sur
Ihistoire de la description du systéme solaire : d’Aristore a Newton en passant
par Prolémée, Copernic et KEPLER,

F EYN MAN'S Kerter (17° sidcle) a déduit des données
LOST LECTURE précises rassemblées par TycHo Brare, que la

THE MOTION OF THE PLANETS ARDUND THE SUN trajectoire d'une planéte est une ellipse avec

i3 le soleil en un des foyers (17 loi de KerLer).
De plus, il a constaté que la vitesse d'une
planete varie en fonction de sa distance au
soleil (2° loi de Kerler ou loi des aires : le
segment reliant la planete au soleil parcourt
des aires égales en temps égaux) et quil
existe une belle relation entre la période d’une
planete (le temps requis pour un tour com-
plet autour du soleil) et sa distance moyenne
au soleil (2% loi de KerLer).

_— s

“Feyaman was a brilllant thisker
The Times

Newton (fin du 17°¢ siecle) a démontré que ces lois de Kerer sont une
conséquence logique de sa théorie de la gravité (la force de gravité que deux
corps exercent I'un sur lautre est inversement proportionnelle au carré de
la distance entre les deux corps) et des lois de la dynamique (notamment :

1. en labsence de force, un corps poursuit un mouvement rectiligne a
vitesse constante;

2. la force égale la masse multipliée par l'accélération;
5. laction égale la réaction).

Quoique Newron était lui-méme linventeur du caloul différentiel, il a démontré
tout ceci sans g'appuyer sur ces techniques « nouvelles » de caloul. La
démonstration de Fevnman pour la loi des aires correspond 2 celle de Newron.
Pour démontrer que la trajectoire d'une planete est elliptique, Fevnman a
élaboré un autre raisonnement que celui de Newton, plus facile & comprendre.

Résumons ci-dessous les raisonnements de FeYNMmAN.

48




Loi des aires et géométrie euclidienne

3. Plusieurs fagons de définir une ellipse

On peut définir une ellipse comme une section plane d’un cone ou comme
le lieu des points P tels que la somme des distances a deux points fixes (les
foyers) F et F’ soit constante. Mais la démonstration de Fevnman s'appuie
sur une troisieme fagon de définir une ellipse. Cette fagon correspond au
« pliage » d'une ellipse (voir également [4], p. 37) :

Dessiner (%) sur une feuille de papier un cercle de centre F' et
marquer a lintérieur du cercle un point F. Plier la feuille de telle
fagon gu’un point G du cercle coincide avec le point F. Ouvrir la
feuille et recommencer lopération une vingtaine de fois, chaque
fois avec un autre point G du cercle. On voit apparaitre une
ellipse, dont tous les plis sont des tangentes.

Ce « pliage » peut facilement 8tre simulé en Cabri. On dessine un cercle
¢ de centre F’ et un point F 2 lintérieur du cercle. On prend un point G
du cercle c. Pour plier G sur F, le pli est la médiatrice de [FG]. On effectue
une animation pendant laquelle le point G parcourt le cercle et le pli laisse
une trace.

o R =y i N LN
N\itihipeazes
N\
R \\\&\“}un'.','?flaf’ =
c S N\
e £
S X
RS RNER T %
S
e
e
=l 45
%&r'ﬂﬁ
= mﬁfﬁﬁ;ﬁ%@\m‘&
, AT 1 =
7 N S S
oy ."”l’ \ o * .
'///;4 it & IESNSVRNN S?C

Au lieu de lanimation, on peut demander & Cabri de dessiner le « lieu »
du pli (déterminé par le mouvement du point G sur le cercle). On voit alors
apparzitre I « enveloppe » de toutes ces tangentes, donc lellipse. Sur cette

(®) Ce procédé a également été développé par CL. Festraets dans Mathématique et Pédagogie
n° 68 et repris dans Mathématique et Fédagogie n° 142 (note de I'éditeur).
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figure, on voit bien que le point de tangence du pli n'est pas le milieu de
[FG], mais bien le point dintersection du pli avec F'C.

On voit bien que |F'P|+ |FF| = |F'G| et ceci est le rayon (constant) du
cercle ¢c. Le point P se déplace donc effectivement sur une ellipse. En outre,
le pli est la tangente en P, car pour tout autre point Q de cette droite,
on a |F'Q|+|QF| = |F'Q| + |QG| > |F'G|, de sorte que Q est & Iextérieur de
Pellipse.

4, Démonstration de la loi des aires

Une planéte tourne autour du soleil S. Supposons que le soleil ne bouge
pas et négligeons linteraction avec les autres planetes. Nous faisons une
approximation « discréte », c’est a dire que nous découpons le mouvement en
petits intervalles de temps égaux et nous imaginons que dans chacun des
ces intervalles de temps, la planete décrit un mouvement rectiligne. Dans
le premier intervalle, la planete va de A & B (voir la figure page 51, de
Principia mathematica philosophiae naturalis de 1687).

Si nous prenons comme unité de temps la durée dune intervalle, nous
pouvons considérer comme le vecteur vitesse de la planéte au point A. Si
aucune force n'intervenait, la planete irait, dans lintervalle suivant, de B
¢ (premiere loi de Newron).

Mais le soleil attire la planete avec une force dirigée de B 4 S. La
deuxieme loi de Newron dit que la force est proportionnelle avec 'accélération,
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c’'est a dire avec la différence de vitesse. Au vecteur Bc est donc additionné
un vecteur BY dirigé vers le soleil (voir la figure ci-dessous), de sorte que

la planete ne va pas au point ¢ mais au point C (en effet, B_C)-I-B_V):B?).

Afin de démontrer la loi des aires (la 2° loi de KepLer), nous devons
tout simplement prouver que les triangles SAB et SBC ont la méme aire.
Mais ceci est manifestement le cas, car ils ont la méme base [SB] et leurs
hauteurs sont égales (A et ¢, et donc également A et C, se trouvent a
méme distance de la droite SB).

5. Démonstration de la trajectoire elliptique

Fevaman  effectue ici une autre approximation discrete. Cette fois, |l
découpe le mouvement en petits morceaux non de temps égaux mais d'angles
égaux au soleil. La planéte va donc de J a K, de K a L, etc. et les angles
en S sont égaux.

La deuxieme loi de Newron dit que la force est proportionnelle 2
Faccélération, donc, dans notre approximation discréte, a % (Ffaugmentation
de vitesse par unité de temps). La loi des aires dit que At est propor-
tionnelle a Taire des triangles SJK, SKL, etc (voir la figure de la page 52).
Dautre part, la force de gravité est inversement proportionnelle au carré de

la distance au soleil. Ceci donne :
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1 F Av Av
" distance” At aire’
L'aire du triangle est proportionnelle au carré
. L de la distance au soleil (en effet, l'aire de
SJK est égale a
K

ZI5] - I5K| o

= : csina
7 2
ol a est angle constant au soleil et |SK| ne differe pas beaucoup de [SJ|
puisque langle o est supposé tout petit; dans le livre, les auteurs donnent
un argument plus géométrique). Donc, Av est constante!

A ce point, FevwmaN dessine un hodographe : un diagramme des vecteurs
vitesses aux points J, K, L, ... dessinés avec une méme origine O. Le vecteur
Oj est parallele a JK, Ok est parallele & KL, et ainsi de suite. Puisque les
angles au soleil sont égaux et non les intervalles de temps, nous ne pouvons
pas supposer que les longueurs des vecteurs vitesse soient proportionnelles
a |JK|, |KL|, ... Les extrémités de Ihodographe constituent un polygone
Jkim... . Les cOtés de ce polygone sont les différences (vectorielles) des
vitesses, par exemple :

R=0t-0)=-7

Puisque Av est constante, les cOtés de ce polygone sont égaux. Et

puisque les angles en S sont égaux et kj/KS, kI/LS,... (les différences
des vitesses sont dirigées vers le soleil), les angles de ce polygone sont
égaux. Le polygone jkim... est donc un polygone régulier! Remarquons que

le point O nen est pas le centre.

! |3
m J
g Lﬁy
9]
s I
K
3
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Maintenant, FevnmaN réduit les angles en S de plus en plus de sorte que
la trajectoire JKLM... de la planete se fait courbe et le polygone régulier
Jklm... devient un cercle (au centre dans la figure ci-dessous). Lorsque la
planete P tourne autour du soleil S, la tangente a la trajectoire en F reste

S

toujours parallele a Op puisque O_p) représente le vecteur vitesse. Ensuite,
Feviman tourne I'hodographe de 90° dans le sens des aiguilles d'une montre
(& droite dans la figure ci-dessous). A présent, la tangente a la courbe en
P est perpendiculaire & Op.

P

Mais I'hodographe tourné est la méme figure que la figure de gauche de
la page 49 (C et O g'appelaient F’ et F)! La médiatrice de [Op] est le pli;
pour toute position de p sur le cercle, le pli est tangent 2 un ellipse dont
C et O sont les foyers! Par conséquent, la trajectoire de F sur la figure de
gauche doit gtre une ellipse, car la trajectoire est déterminée par le « point
de départ » J et la direction de la vitesse en chaque point (°).

Bibliographie
[1] D.L. Goodstein, J.R. Goodstein, Feynman’s lost lecture. The motion of the

planets around the sun, Vintage (London), 1997, I1SBN 0-09-973621-7

[2] RP. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, The Feynman lectures on fysics,
S volumes, Addison-Wesley (Reading), 1963-1965.

[3] http://www.lostlecture.host.sk/LostLecture.htm (site de [édition
slovaque, avec des applets!)

[4] M. Roelens e.a., Toestellen voor wiskundelessen, Uitwiskeling (Leuven),
1994,

() A mon avis, ceci est le maillon le moins « élémentaire » du raisonnement de Fevuman. Il
g'agit en fait de lunicité de la solution d'une équation différentielle étant donné la condition
initiale (le « point de départ » de la trajectoire).
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Les problemes du premier degré
des méthodes de fausse position a

la résolution algébrique
M. BALLIEU & M.-F. GUISSARD, CREM

Ava nt-propos

Dans toutes les branches des mathématiques et de diverses autres
sciences, le probleme qui se pose le plus souvent et le plus concrétement est
de trouver des solutions d’équations. Cest lalgebre qui permet de réaliser
cela et, a ce titre, c’est une discipline fort ancienne. On trouve en effet des
résolutions d’équations dans des tablettes mésopotamiennes et des papyrus
égyptiens datant de plus de deux mille ans avant notre eére.

Dans les Eléments d’EucLive, qui datent du troisieme siecle avant
Jésus-Christ, il y a également une forme dalgebre en ce sens quon y
trouve des méthodes générales de résolution d'équations, par des procédés
géométriques. Chez DIoPHANTE D'ALEXANDREE, que les historiens situent entre 250
et 350 de notre eére, on trouve également de l'algébre; mais, tout comme
les tablettes babyloniennes et les papyrus égyptiens, le texte de DiorHante
consiste en un recueil de problemes particuliers avec solutions et ne peut
donc Etre considéré comme un traité théorique qui aurait pour souci de
donner une méthode générale de résolution.

Quant aux méthodes dites « de fausse position » (simple ou double),
qui ont été utilisées pendant des siecles, elles fournissent des méthodes
générales de résolution des problemes du premier degré, mais par des
procédés purement arithmétiques.

Il est admis par les spécialistes d'histoire des mathématiques que l'acte
de naissance officiel de lalgebre en tant que discipline avec un nom, des ob-
jets, des outils, des algorithmes, des preuves et des domaines d'application,
a été la publication d'un petit ouvrage intitulé Muhtasar fi hisab al-gabr ™M

(") Al-gabr (qui a donné naissance au mot algebre) et al-mugabala sont les deux principales
opérations qui permettent de réduire les équations algébriques 4 une des formes canoniques dont
la solution est donnée dans le traité.
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wa |-mugdbala (Abrégé de calcul par le gabr et la mugdbala). Ce texte est
lceuvre du savant d'origine persane Munammap BN MUsA AL-Hwarizvi (%) (vers
780 - vers 88B0) qui travaillait & Bagdad, dans la Maison de la Sagesse,
fondée par le calife abbasside al-Ma'miin. La dédicace au calife, qui régna
jusqu'en 832, permet de situer I'ceuvre dans le tempe.

1. La fausse position simple chez les égyptiene

1.1. Introduction

L'une des méthodes utilisées depuis la plus haute Antiquité est ce qu'on
appelle la méthode de fausse position (simple). Elle consiste a donner une
valeur a linconnue, & opérer les calculs décrits dans I'énoncé puis, en fonction
de Terreur qui apparait, & ajuster la valeur donnée a priori & Iinconnue.

Nous nous proposons ici d'analyser cette méthode a partir du probleme
24 du Papyrus mathématique Rhind conservé au British Museum (ol il est
catalogué sous les numéros BM 10057 et BM 10058). Ce papyrus est I'une
des principales sources dinformation sur les connaissances mathématiques
égyptiennes. Outre des tables de multiplication, on y trouve quelque quatre-
vingt sept problemes darithmétique et de géométrie, avec les solutions.

1.2. Probléme 24

Voici I'énoncé du probleme 24 tel qu'il apparait sur le papyrus. |l s'agit
d’un texte en écriture hiératique qui est I'écriture cursive du scribe.

Les égyptologues qui ont étudié le manuscrit Font transcrit en hiéroglyphes,
plus faciles & décrypter.

Notons que le texte du papyrus Rhind est écrit de droite a gauche.

(?) Comme son nom Findique, il est originaire du Hwarizm, région au sud de la mer d’Aral.
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Cette transcription en hiéroglyphes est donnée ci-dessous :

1t = b o
1 o
lH ﬁ_ﬁr@/go TINNEN 0

f-nph foni f o7 che

Une traduction littérale en est :

Une quantité, un septieme delle sur elle devenir elle en tant que 19,

ce que nous écririons aujourd’hui
1
X+ =x=19.
7

Le probleme est résolu par la méthode de fausse position simple. Le
scribe suppose au départ que la quantité cherchée vaut 7, nombre qui per-
met d'éviter 'apparition trop rapide de fractions. |l calcule alors la quantité
et son septieme : 7+1 =8,

Ce résultat est faux puisquil aurait dl trouver 19. Le raisonnement qu’il
tient alors est le suivant : la proportion de 19 &4 & est la méme que celle
de la quantité cherchée a 7, nombre qu'il avait choisi au départ pour des
raisons de facilité. Il est ainsi amené a divieer 19 par 8, c'est-a-dire qu'il
recherche par combien il faut multiplier & pour obtenir 19,

Ce rapport de la proportion, que nous noterions %, le scribe égyptien
qui utilise essentiellement des fractions de numérateur 1, le note 24 3
nombre qu’il multiplie ensuite par 7. 1l obtient ainsi la solution 462 3 Le

S

scribe termme en vérifiant quen ajoutant a cette quantité son septieme,
qui vaut 24 z» on obtient bien 19. Notons que le scribe multiplie 2%% par
7 et non 7 par 23 3. Or, dans l'esprit de la méthode de fausse position,
lorsqu’on a trouvé le coefficient de proportionnalité qui permet de passer de
& a 19 (dans le second membre), il serait logique de multiplier ensuite 7
(la fausse position) par ce méme coefficient. Cette inversion de lordre des
facteurs, qui simplifie le calcul, semble indiquer que les égyptiene avaient
une connaissance intuitive de la commutativité de la multiplication.

Le raisonnement qui sous-tend cette méthode de résolution peut Etre
condensé dans le tableau de proportionnalité suivant
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ol on passe de la deuxieme a la troisieme ligne en multipliant par le
facteur 2% %. Le principe de la méthode se base sur la proportionnalité de
x et x+ 2.

La fausse position simple a été utilisée trés longtemps. On la retrouve
notamment dans les textes arabes, dans le Liber abaci de Leonardo Fisonacci
(XI® siecle) et dans La summa de Luca Pacou (XV° siecle). Notons que
linconnue peut tre calculée & partir d'un rapport interne du tableau, comme
c'est le cas ici, mais également & partir du rapport externe, comme nous le
verrons a la page 62.

2. La double fausse position chez les Arabes

2.1. Introduction

Ying buzu (excédent et déficit), al-hataayn (les erreurs), regula dua-
rum falsarum positionum, regola delle doi false positioni, régle des plateaux
de la balance. Ce sont la quelques appellations qui, toutes, désignent un
méme procédé permettant de résoudre des problemes exprimables par des
équations linéaires & une inconnue ou par des systémes linéaires a deux
inconnues.

Cette fameuse regle des deux fausses positions était sans doute connue
a Bagdad a lépoque de lalgébriste aL-Hwarizvi dans la premiere moitié du
neuvieme siecle. Nous lillustrerons par un extrait d'un manuscrit traduit
de larabe en latin, intitulé Liber augmenti et diminutionis vocatus numeratio
divinationis ex eo quod sapientes Indi posuerunt quem Abraham compilavit et
secundum librum qui Indorum dictus est composuit, c’est-a-dire le Livre sur
I'agrandiseement et la diminution nommé le calcul de la conjecture d'aprés ce
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que les sages de lnde ont établi et quAbraham a rassemblé et composé
selon le livre appelé indien.

L'auteur arabe de cet ouvrage est inconnu; certains historiens pensent
ou ont pensé qu’il pourrait g'agir d’Asl KamiL Suca 1BN AsLaM BN MuHAMMAD  AL-
HAsiB AL-Miskl, qui florissait vers les années 900. D'autres attribuent le texte,
ou du moins sa traduction en latin, au juif espagnol Asranam BN EzrA. Le
titre pourrait laisser croire que la paternité de la régle revient aux savants
indiens. Cependant la ressemblance de la terminologie avec les expressions
chinoises ying (excédent) et buzu (déficit) donne & penser que cette regle,
connue bien avant en Chine (°), ait pénétré dans la littérature arabe par
un chemin qui est passé par Ilnde ou par la « route de la soie ». Il faut
en effet constater que, dans les ouvrages mathématiques indiens connus a
ce jour, qui sont antérieurs au douzieme siécle, on ne trouve pas trace de
cette regle.

Ce procédé de résolution d'équations lingaires e perpétue chez de nom-
breux auteurs arabes comme aL-KaraGl (mort vers 1025) et en Europe,
chez Leonardo Pisano FiBoNaccl au treizieme siecle et chez Luca Pacou au
quinzieme.

Le principe en est le suivant. On donne 2 linconnue deux valeurs « quel-
conques (*) » qui se révelent le plus souvent étre de fausses valeurs et, &

partir de 13, il est possible de calculer la solution vraie. Trois cas évidemment
se présentent :

— Les deux fausses valeurs sont plus petites que linconnue.
— Les deux fausses valeurs sont plus grandes que linconnue.
— Linconnue se situe entre les deux fausses valeurs.

Le texte qui suit illustre la résolution d'un probleme par la méthode de
double fausse position dans le cas ol linconnue se situe entre les deux
fausses valeurs.

2.2. Un probléme linéaire

Voici une traduction d’'un extrait de l'ouvrage en latin attribué & AsraHam
BN EZzrA.

(%) Voir & ce sujet le chapitre sept du Jiuzhang Suanshu [6], titre généralement traduit par
les Neuf Chapitres sur I'Art du Calcul, qu'on peut dater dun peu avant le début de notre eére.
(*) En fait, elles sont généralement « bien choisies » pour simplifier les calculs.
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s

Apres la louange & Dieu, voici ce quil est dit. Jai écrit ce livre se-
lon ce que les sages de I'nde ont découvert & propos du calcul de la
conjecture, en examinant attentivement et en étudiant ce qui est utile
en soi, en pereévérant dans cette direction et en en saisissant I’appli-
cation pratique. De cela donc, voici ce quil vient : eoit un census (°)
duguel on Ote un tiers et un quart et il reste huit. Que vaut le cen-
sus? Pour aborder son calcul, suppose un plateau de balance de douze
dont on considére un tiers et un quart; tu Otes ce tiers et ce quart
qui font sept, il restera cing, Compare alors a huit, a savoir le reste
du census et il t’appara?tra clairement que tu as fait une erreur de
trois en déficit : mets cela de cOté et suppose ensuite que tu places
eur le plateau de la balance une seconde quantité, qui est divisée par
la premiére, que ce soit vingt-quatre, et Ote le tiers et le quart qui
font quatorze, il restera dix. Compare alors cela & huit, a savoir le
reste du census. Et c'est ainsi qu'il t’appara’l‘tra clairement que tu as
commis une erreur de deux en plus. Multiplie donc l'erreur du dernier
plateau de la balance qui vaut deux par le premier plateau qui vaut
douze et il viendra 24. Et multiplie l'erreur du premier plateau, erreur
qui vaut trois, par le dernier plateau, qui vaut 24, et on obtiendra
72. Additionne donc 24 et 72, et cela car lune des erreurs est par
défaut et lautre par excés. Mais si les deux étaient par défaut ou
par exces, tu soustrairais la plus petite de la plus grande. Donc apréﬁ
avoir ajouté vingt-quatre et septante-deux, le résultat sera nonante-six;
ensuite ajoute les deux erreurs qui valent trois et deux, il viendra cing;;
ensuite donc nonante-six par cinq qui est ce a quoi on est arrivé, il te
viendra dix-neuf drachmes et un cinquieme de drachme.

Par cette regle, il g’ensuit que tu poses douze pour la chose inconnue
et tu Otes son tiers et son quart et il restera cinq; comment récupérer
douze? La chose effectivement inconnue. Il faut en fait deux et deux
cinquiemes : multiplie donc deux et deux cinquiemes par huit et il viendra
dix-neuf et un cinquieme.

Remarquons tout d’abord que, méme &'l est question de census, ce
probleme est en fait un probleme du premier degré. L’auteur nous explique
la régle des plateaux de la balance, ilustrée par la figure ci-dessous.

2

12 24

3

(°) Terme désignant le carré de linconnue recherchée.
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La premiere fausse position qu'il choisit est 12. Cest une valeur dont il
est facile de soustraire le tiers et le quart. On trouve 5, c'est-a-dire qu’il y
a un déficit de 3 par rapport 2 la valeur & qu’il faudrait obtenir. On place ce
5 en-dessous du plateau de la balance qui contient la valeur 12, comme le
montre la figure. On recommence 'opération pour la seconde fausee position,
dont la valeur choisie est 24. Le résultat 10 présente un excés de 2 par
rapport a la valeur attendue &. Cette valeur 2 est placée au-dessus du
deuxieme plateau. Il faut ensuite effectuer lopération suivante :

2x12+3x24 96

243 5°

La traduction moderne du probleme nous donne Iéquation

5 96
-8 @) c’est-a-dire X=—.

=8 —_— =
S 5

Nous constatons que la réponse obtenue par la méthode de fausse po-
sition est bien celle que nous trouvons en résolvant I'équation (*). Comment
pouvons-nous expliquer cela?

5x
Représentons graphiquement la fonction linéaire y = P qui correspond

au premier membre de I'équation (*).

y
110 ] S ‘
12
Bl e
| 24-X
3
] e o
x|
0 12 X 24 x

Comme le montre la figure ci-dessus, la valeur de cette fonction est

5 pour x =12,
10 pour x =24,

o4
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La valeur cherchée est celle, notée X, pour laquelle la fonction prend la
valeur &. La figure montre deux triangles rectangles semblables, dont les
bases sont respectivement X —12 et 24 — X, et dont les hauteurs sont 3
et 2. Les relations de proportionnalité entre les mesures des cOtés de deux
figures semblables nous permettent d’écrire

X=12 3

24 —x 2

Résolvons cette équation sans effectuer les multiplications,
2Xx(X—12) =3 x (24 —X),
2X—2 x12 =3 x 24 — 3X,
2X+ X =2x12+ 3 x 24 (B+2)X=2x12+ 3 x 24,

et finalement
_ 2X12+ 3 x24

X =
2+2
Nous retrouvons ainsi la formule de la double fausse position.

L'auteur tente de convaincre le lecteur de la généralité de sa méthode
en multipliant les exemples. Il justifie & chaque fois le résultat obtenu en
traitant le probleme d’une autre maniere. Ainsi, dans le dernier paragraphe, il
termine son exposé en résolvant I'équation par la méthode de fausse position
simple.

La fausse position choisie est 12, ce qui donne 5 pour la valeur de

X X
x————. Il s¢ demande alors par combien il faut multiplier 5 pour retrouver
12; il cherche donc le facteur qui permet de passer de la deuxieme colonne
du tableau ci-dessous a la premiere. Il trouve 2%, qu’il multiplie par & pour

/]
trouver la solution /[95. Remarquons que comme dans le probleme 24 du

papyrus Rhind, l'ordre des facteurs est inversé.

x X
X Xx—=——=
5 4
12 5
/I
19— &
5
x22
-
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Voici donc un exemple de fausse position simple ol I'inconnue est calculée a
partir du rapport externe du tableau de proportionnalité.

La regle peut étre appliquée aux problemes généraux du premier degré.
Soit léquation
ax+b=y.
Considérons les deux fausees positions x4 et xz qui produisent les deux
valeurs yq et yo.

axq4+b = yq
axo+b = y
Ay = |y =y
Ao = |y2—yl

X, X X,

Dans la figure ci-dessus, qui illustre le cas ol la valeur cherchée est
située entre les deux fausses positions, nous avons

A=y =yl =y—y1=alx—x)

Lo =|yo—yl=yo—y=alxe—x).

A X — X
De l'expression de la proportion = 4, on peut tirer la valeur de x
2 X2 —X
qui vaut
_ Xo Ay + x4 A0
A+ Ao

Ceci montre que la valeur de x obtenue par la regle de la balance peut
encore tre interprétée comme le barycentre des deux fausses positions xq
et x2, munies des poids A et A4.

Un raisonnement similaire permet d’établir la formule dans les cas ol
les deux fausses positions sont, soit plus petites, soit plus grandes que
I'inconnue. Nous obtenons

_ X2A/| — X1 Ag ou = XA Ag - XQA/]
Ay —Ap A -

s

en tenant compte du fait que toutes les quantités qui interviennent dans le
caloul sont nécessairement positives (« Mais si les deux étaient par défaut
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ou par exces, tu soustrairais la plus petite de la plus grande... » nous
indique Asraram 1BN Ezra).

3. Les combinaisons linéaires chez Léonard de
Pise

3.1. Introduction

On posseéde peu de renseignements sur LEonarD DE Pise, autres que ceux
qu’il nous livre dans le prologue du Liber abaci : son pere était publicus scriba,
scribe pour les commergants de Pise, a la douane de Bougie, en Algérie. |l
fit venir aupres de lui le jeune Léonard afin de lui faire apprendre au contact
des Arabes, les méthodes de calcul au moyen de figures indiennes (ce que
nous appelons « chiffres arabes »). Flus tard, Fieonacc parcourut tout le

bassin méditerranéen (égypte, Syrie, Grece, Sicile, Provence) pour étancher
sa soif de savoir. |l a contribué a répandre en Occident larithmétique basée
sur la numération de position (chiffres indo-arabes).

Dans le chapitre onze du Liber abaci, Fisonacc introduit la notion de
« compensation » des monnaies; ce sont des problemes de proportionnalité
qui montrent comment calculer le nombre de livres-monnaie qu’on peut battre
a partir d’un certain nombre de livres-poids d'argent, lorsqu’on se fixe un
taux d'argent dans lalliage de la livre-monnaie. La technique de résolution
quil expose a cette occasion lui permet, plus loin dans le chapitre, de
résoudre des équations diophantiennes (dans I'ensemble des entiers positifs)
indéterminées. Voici le texte d'un de ces problemes ol lauteur utilise des
combinaisons linéaires pour rechercher des solutions.

3.2. Le probléme des oiseaux

s Jneallz 928 debote qui emuvaues tnging mil genes pdTulzo.
e Wamo axw,‘zc y&-p)nqbs Suetpices ohxu"gq}u’ xf, ::; ..oA:'. t‘?
’ 115 wlmn&-c qpﬁd’z#na .f.;n.,rl‘pu-% dncmquaca.xc; sasSere
gnnduusbreognud Sl e ko mnabl'/dlt ‘5
‘YWM&:"W ﬁu‘!O""ﬂ ‘g_:iémcjugb (g-,_z‘r LT r'—‘\
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De homine qui emit aves triginta trium generum pro denariis 30

Voici la traduction du texte original en latin.

De I'nomme qui a acheté trente oiseaux de trois espéces
pour 30 deniers

Quelgu'un a acheté 30 oiseaux pour 30 deniers, parmi lesquels il y
a des perdrix, des colombes et des moineaux. En fait, il a acheté les
perdrix pour 5 deniers, les colombes pour 2 et 2 moineaux pour 1 denier,
a savoir 1 moineau pour % denier. On demande combien d’oiseaux de
chaque espece il a achetés. Divise 30 deniers par 30 oiseaux, il viendra
1 denier. Je dis donc que jai de argent-monnaie 2 % et a2et ad;
et je veux faire de l'argent-monnaie a 1. En effet, dans de semblables
questions, nous devons procéder par la méthode des compensations,
puisque nous avons un nombre entier d’oiseaux. Cest pourquoi, pour que
lespece des oiseaux les moins chers soit compensée en nombre par les
especes plus cheres, tu dois dire : jai de largent-monnaie a % et a
2 et a 3 et je veux faire de l'argent-monnaie & 1, c’est-a-dire jai de
argent-monnaie & 1 et a 4 et & © et je veux faire de I'argent-monnaie

s

a 2. Fais des moineaux et perdrix une premiére compensation et il y
aura 5 oiseaux pour 5 deniers, a savoir 4 moineaux et 1 perdrix; €et,
des moineaux avec les colombes, fais-en une seconde; et tu auras 3
oiseaux pour 5 deniers, a savoir 2 moineaux et 1 colombe. Ensuite,
pour avoir 30 oiseaux compenséa, tu prendras trois fois la premiére
compensation dans laquelle il y aura 12 moineaux et 3 perdrix. Et il
restera 15 oiseaux compensés, pour lesquels tu prendras cing fois la
seconde compensation et tu auras 10 moineaux et 5 colombes. Et ainsi,
en ce qui concerne les 30 oiseaux dont il a été question auparavant, il
y aura 22 moineaux et 5 colombes et 3 perdrix, comme il est montré
en marge. Et tu dois savoir que, de ce qui est suscrit, tu peux avoir
autant doiseaux qu’on voudra pour la méme quantité de deniers au-dela
de 15, mais en dega, ce n'est pas possible, si ce n'est pour 12 et 11
et &. En vérité, dans le cas des 13 oiseaux, la premiere compensation
apparaitra deux fois et la seconde, une fois. Et pour 11 oiseaux, la
seconde compensation appara?tra deux fois et la premiere, une fois. ET
pour & oiseaux, chacune des compensations appara?tra une fois.

Le systeme linéaire qui traduit ce probleme est

z

5><+2‘y+‘2 30,
x+y+z = 30.
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Fieonaccl observe tout dabord que, pour acheter 30 oiseaux pour 30
deniers, il faut constituer des ensembles de n oiseaux pour n deniers de
maniere que l'espéce des oiseaux les moins chers soit compensée en nombre
par les espéces plus chéres. Réaliser une telle égalité avec trois espéces
d'oiseaux semble difficile; une maniere de simplifier le probleme consiste a
rechercher des combinaisons de deux espéces d'oiseaux dans la méme pro-
portion.

FiBonAccl observe que
/l
1x3+4%x—==05,
2

ce qui lui fournit un ensemble de cing oiseaux (une perdrix et quatre moi-
neaux) pour cing deniers (ensemble E; du tableau ci-dessous).

Il observe encore que

/I
1TX2+2%x ==23,
2

ce qui lui donne cette fois un ensemble de trois oiseaux (une colombe et
deux moineaux) pour trois deniers (ensemble Eo du tableau ci-dessous).

En considérant une combinaison linéaire convenable des deux relations
qui précedent, il obtiendra alors trente oiseaux pour trente deniers. Cette
combinaison linéaire consiste & prendre trois fois le premier ensemble de
volatiles et cing fois le second (E = 2E4 + BE»).

Perdrix Colombes Moineaux | nombre
(3 deniers) | (2 deniers) (% deniers) | d'oiseaux cofit
Eq 1 4 5 1x3+4x % =5
Ez 1 2 3 1x242x1=3
E ) 5 22 30 [ 3x3+5x2+22x1=230

L'ensemble E = 2E4 + 5E2 fournit bien une solution du probleme, puisqu’il
g'agit d'un ensemble de 30 oiseaux, de trois especes différentes pour une
somme de 20 deniers.

L'auteur termine en nous signalant qu'il est possible de trouver des
combinaisons linéaires qui réalisent des ensembles de n'importe quel nombre
n doiseaux pour n deniers, si n est supérieur & 15. Mais pour n inférieur 2
15, il affirme que le probleme n'est possible que pour 8, 11 et 13 oiseaux,
et il décrit la combinaison qui fournit la solution dans chacun des cas.
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On peut obtenir
16 oiseaux pour 16 deniers par la combinaison 2E4 + 2E,,
17 oiseaux pour 17 deniers par la combinaison 1E4 + 4Eo,
16 oiseaux pour 1& deniers par la combinaison 3E4 + 1Eo,
et a partir de 14, on obtient 19, 20 et 21 oiseaux en ajoutant 1Ex a
chacune des combinaisons précédentes, et ainsi de suite.

On peut aussi obtenir 14 oiseaux pour 14 deniers par la combinaison
1E4 + 3E2, solution que Figonaccl a oublice.

Quelques réactions d’éléves

Ces différentes méthodes de résolution de problemes linéaires ont été
exposées a des classes de quatrieme année de I'enseignement général.

Les éleves ont été stupéfaits d'apprendre que les méthodes de résolution
anciennes n'étaient pas « exactes ». Le fait qu’il fallait supposer une valeur
(qui avait toutes les chances d'8tre fausse) pour la réponse afin de la
corriger ensuite leur parait une démarche beaucoup plus lourde que l'algébre
daujourd’hui.

lls ont été surpris de voir que les problemes de mathématique pouvaient
étre résolus en langage courant, par un texte dépourvu de formules, mais que
c’était « encore plus compliqué qu'avec des maths ». Aprés avoir constaté
les difficultés et la lourdeur de ce mode d'expression, ils acceptent mieux le
formalisme actuel dont lutilité leur para?t plus évidente.

lle sont étonnés dapprendre que les méthodes de résolution des
équations sont le fruit d’une évolution, qu’on n'a pas toujours procédé comme
actuellement.

lls estiment quil faudrait plus souvent introduire les chapitres du cours
de mathématique par un peu dhistoire, pour mieux en percevoir la portée.
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En juillet, les courbes des ventes des lunettes solaires et des ventes de
créme glacée & la cote sont méchament corrélatives ...

Si l'on prend comme unité le siecle, il y a une bonne corrélation entre
Faugmentation de la consommation du tabac et 'augmentation de I'espérance
de vie ...
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Th. Gilbert

La différence de deux carrés

1. Stimuler I'argumentation

Le texte suivant relate une activité inspirée par la lecture d’une premiere
version d'un article de ChristiaN Aesl et Joun Stemic [1] paru dans la revue
suisse Math Ecole. Larticle en question décrit notamment une recherche
proposée dans une classe de neuvieme année (notre troisieme année du
secondaire).

Depuis cette lecture, jai proposé maintes fois cette recherche 2 des
étudiants de régendat option mathématiques et a des professeurs de
mathématiques. Presque chaque fois, de nouvelles pistes de résolution ont
été découvertes. Jen livre une partie ci-dessous. Il me semble que ce
probleme constitue une excellente occasion pour les éleves (peut-gtre déja de
deuxieme année du secondaire ?), d'utiliser les connaissances arithmétiques et
algébriques visées par les programmes, mais aussi et surtout de conjecturer,
d’'argumenter, de confronter leurs idées et enfin de démontrer.

2. Enoncé

Quels sont les entiers positifs pouvant &'écrire sous la forme
d'une différence de deux carrés de nombres entiers?

3. Quelques pistes

Pour faciliter la formulation des arguments, décidons que, dans le cadre
de cette recherche, un nombre constructible est un nombre entier positif

Adresse de lauteur: Thérese Gilbert, GEM et Institut Supérieur de Pédagogie Galilée, Rue de
la Limite, 89, 1490 - Court-Saint-Etienne
courriel : theresegilbert@tiscalinet.be
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pouvant g'écrire sous la forme d'une différence de deux carrés de nombres
entiers.

Piste O. Essais

Trouver une conjecture a partir d’eseais (c’est-a-dire par induction).

Piste 1. Une piste algébrique

Calculer

22 _ 42 —
3222 =
42 _ 22 —
52 42:

Généraliser.

On obtient successivement les nombres impairs 3, 5, 7 et 9.
De fagon générale, on a (m+1)> —m* = 2m + 1. Lorsque m
parcourt IN, 2m + 1 parcourt I'ensemble des nombres impaire.

Conclusion : tout impair est constructible.

Considérer un écart de 2 entre a et b dans &2 — b° et essayer de se
ramener a un des cas précédents.

On a (m+2)° —m? = 4m+ 4. Lorsque m parcourt N, 4m + 4
parcourt l'ensemble des multiples de 4 non nuls.
Par ailleurs, O = 12 — 12,

Conclusion : tout multiple de 4 est constructible.

2

Considérer un écart quelconque entre a et b dans a —b? et essayer de se

S

ramener a un des deux cas précédents.
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Exemple d’'un écart « quelconque » :
7% — 47 = (7% - 6°) + (6° — B°) + (B° — 47).

Si Pécart est impair, on obtient une somme d’un nombre impair
de nombres impairs, c’est-a-dire un impair (dont on sait déja
qu’ils sont tous constructibles). Rien de neuf.

Et si lécart est pair? Exemple :

7° — 3% = (7% = 5°%) 4 (5% — 3?).

Si Pécart est pair, on obtient une somme de multiples de 4,
c’est-a-dire un multiple de 4 (dont on sait déja qu'ils sont tous
constructibles). Rien de neuf.

Conclusion et seolution du probleme : un nombre entier positif g’écrit sous la

forme de la différence de deux carrés de nombres entiers si et seulement
g'il est impair ou multiple de 4.

S

Prolongement : puisque 72 — 4% est un nombre impair, & savoir 33, il est

aussi la différence de deux carrés de nombres consécutifs : 17° — 16°.
Possede-t-il d'autres décompositions en différence de deux carrés?

Piste 1 bis. Reste de la division par 4

Supposons que l'on ait déja montré que tout nombre impair et tout multiple
de 4 sont constructibles. |l reste donc & voir si d'autres nombres peuvent
gtre écrits sous la forme de la différence de deux carrés.

Ces autres nombres sont de la forme 4m + 2.

Quel peut &tre le reste de la division par 4 d'un carré? Et quel peut étre
le reste de la division par 4 de la différence de deux carrés?

Le reste de la division par 4 d'un nombre N est soit O, soit 1,
soit 2, soit 3.

Le reste de la division par 4 de son carré N? est O ou .

Le reste de la division par 4 de la différence de deux carrés ne
peut etre que O, 1 ou 3, mais pas 2!

Conclusion et solution du probléme : un nombre entier positif g'écrit sous la

forme de la différence de deux carrés de nombres entiers si et seulement
'l est impair ou multiple de 4.
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Piste 2. Nombres figurés

Comment Pythagore représentait-il les carrés, les nombres impairs? Quel(s)
lien(s) y a-t-il entre ceux-ci et ceux-1a?

Se souvenir de ce que donne une somme des premiers nombres impairs
successifs jusqu'a 3, 5, 7, ... et la représenter.

La somme des premiers nombres impaire successifs jusqu'a 7
est représentée ci-dessous. Les unités sont repésentées par des
« cailloux ». Elle est égale au carré de 4.

On peut aussi remplacer ces cailloux par de petits carrés.
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La différence de deux carrés peut gtre représentée par un coude
comme ci-dessous.

Quand le coude a une épaisseur de 41, nous appellerons cela
un gnomon. Un coude peut étre composé de plusieurs gnomons
successifs. Donc un nombre est constructible si et seulement
il peut &tre représenté par un gnomon ou un embditement de
plusieurs gnomons successife.

Les nombres impairs peuvent-ils gtre représentés par un coude? Plus
précisément par un gnomon?

Les gnomons successifs sont exactement les nombres impairs
successifs. Une maniere dexprimer 47, par exemple, sous la
forme de la différence de deux carrés, consiste a le représenter
par un gnomon, bordant donc un carré de coté égal & =1 = 23,
On peut donc écrire 47 = 24% — 237,

Conclusion : tout nombre impair est constructible.

Et les nombres pairs?

Un nombre pair est constructible car il est la somme dun
nombre pair de gnomons successife. Or la somme de deux gno-
mons successifs est multiple de 4, comme le montrent les figures
suivantes.

7%
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4 .

La somme d'un nombre pair de gnomons successife est donc
également un multpile de 4. De plus, la suite des coudes

d’épaieseur 2 correspond exactement a la suite des mutiples
de 4 non nuls. Par ailleurs O =12 — 12,

Conclusion et solution du probléme : un nombre entier positif g'écrit sous la

forme de la différence de deux carrés de nombres entiers si et seulement
'l est impair ou multiple de 4.

Commentaire : la piste des nombres figurés offre (comme d'autres) plusieurs
chemins d'entrée dans la résolution du probleme.

On peut partir de la représentation par un coude et chercher des ca-
ractéristiques de tous les nombres ainsi représentés : ils sont impairs ou
multiples de 4. On établit ainsi une condition nécessaire pour qu’un nombre
soit constructible. Il reste alors a montrer que tous les nombres impairs
et tous les multpiles de 4 sont représentables de cette fagon. Ceci fait, la
condition nécessaire devient aussi suffisante.

Un autre chemin, également naturel, consiste a commencer par chercher
des nombres qui peuvent Etre représentés par des coudes : les nombres im-
pairs sont vite trouvés. Cette caractéristique constitue une premiere condi-
tion suffisante pour qu'un nombre soit constructible. On se demande alors
gl y a dautres nombres qui peuvent &tre ainsi représentés. On trouve en-

core tous les multpiles de 4. Etre impair ou multiple de 4 constitue donc
une nouvelle condition suffisante, plus large. Il reste alors & montrer qu’il
n'y a pas dautres nombres constructibles et la condition suffisante devient

ainsi également nécessaire.
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Ces deux démarches sont sensiblement différentes d'un point de vue de
la logique.

Prolongement : la représentation par un coude donne une piste de réflexion
sur la question du nombre de décompositions en différence de deux carrés.

Il est utile pour cela de remarquer qu’un assemblage d’un nombre impair
n de gnomons successifs est un multiple de n (et inversement?¥?).

Par exemple, le nombre 33, g'écrivant 1 x 33 et 3 x 11, possede exacte-
ment deux décompositions en différence de deux carrés. Est-ce généralisable?

Et pour les multiples de 47 Le nombre 36, par exemple, sécrivant 4 x
(1x9) et 4x(3x23), possede également deux décompositions en différence
de deux carrés. ..

Piste 3. ldentités remarquables

Ecrire la différence de deux carrés sous la forme a° — b, ..

On a (8> —b°) = (a—b)(a+b).

Exprimer un nombre sous la forme de la différence de deux carrés
revient donc & lexprimer sous la forme du produit ci-dessus. Or
tout nombre N g’écrit sous la forme dun produit, fit-il 1 -N.

Si a—b = 1. Légalité N =1-N permet-elle (foujours) décrire N sous la
forme de la différence de deux carrés? Il faudrait pour cela trouver a et b
tels que a—b =1.

Dans ce cas, les hombres a et b vérifient a—b =1 et a+b =
N. lls sont donc coneécutifs et a+b = N est impair. Ce cas
particulier ol a—b =1 nous permettra peut—étr‘e de résoudre le
probleme pour les nombres impairs. Cette décomposition aboutit-
elle effectivement & une solution pour tous les nombres impairs?
Oui, car ceux-ci sont tous la somme de deux nombres consécutifs
(nos a et b). Par exemple,

9=1.9=(5-4)5+4)=5" -4

Dune fagon générale, si N est impair, il suffit de prendre

_ N1 ~ N—
a=-— et 17——2.
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Conclusion : tout impair est constructible.

Si un nombre N est pair, I'écriture 1 - N ne permet pas d'écrire N sous la
forme de la différence de deux carrés, comme nous l'avons fait ci-dessus
pour tous les nombres impairs. Par contre, on peut écrire N = 2 - M. Poser
alors a—b =2 et examiner la parité de (a+b).

Si a—b =2, cest que a et b sont deux impairs consécutifs
ou deux pairs consécutife. Dans les deux cas, a+b est pair et
(a—b)(a+b) est multiple de 4.

Plus généralement, quelle relation y a-t-il entre la parité de a—b et celle
de a+b?

Finalement, que dire de (a—b)-(a+b)?

(a—Db) et (a+Db) ont la méme parité. Donc soit (a—b)(a+b)
est impair, soit il est mulptiple de 4!

Conclusion : un nombre constructible est soit impair, soit multiple de 4. Par
ailleurs, tous les nombres impairs sont constructibles.

s

Le probleme est-il résolu? Non, il reste a voir que tout multiple de 4 est
constructible, c’est-a-dire qu'il peut s'écrire (a—b)(a+b).

Reprenons le cas particulier ot a—b = 2. Dans ce cas, a+b =
2b+2 et (a—b)(a+b) =4b+ 4. De cette fagon, nous obtenons
en fait tous les multiples de 4 non nuls.

Et cette relation permet de trouver b en fonction du nombre de
départ N : on obtient b = % 1.

Par exemple, pour N =16, on obtient b = % -1 =23. Dou

16 = (56— 3)(b + 3) = 5° — &7,

Conclusion et seolution du probléme : un nombre entier positif g’écrit sous la

forme de la différence de deux carrés de nombres entiers si et seulement
'l est impair ou multiple de 4.

Piste 4. Autre piste algébrique

La différence de deux carrés peut s'écrire (a+n)°> —a® oll a et n sont des
entiers naturels. Développer.
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On obtient

& +2an+n —a
2an + n°

(2a+n) - n.

(a+n)? —a°

Il

Il

Il

Examiner la parité de chaque facteur du dernier produit.

Si n est impair, alors 2a+n aussi et le produit est impair.
Si n est pair, alors 2a+n aussi et le produit est multiple de
4,

Conclusion : un nombre constructible est soit impair, soit multiple de 4.

Le probleme est-il résolu? Peut-on atteindre ainsi tous les impaire ? Tous
les multiples de 4%

Pour voir que l'on peut atteindre tous les impairs, il suffit de
remplacer n par 1 dans (2a+ n) - n. Cela donne 2a + 1, qui
prend bien comme valeurs tous les impairs lorsque a parcourt
'ensemble IN.

Pour voir que I'on peut atteindre tous les multiples de 4, il suffit
de remplacer n dans (2a+n)-n par 2. Cela donne 4a+ 4, qui
prend bien comme valeurs tous les multiples de 4 non nuls. Par
ailleurs O est également atteint puisque O = 12 - 12,

Conclusion et solution du probleme : un nombre entier positif g'écrit sous la

forme de la différence de deux carrés de nombres entiers si et seulement
'l est impair ou multiple de 4.

Commentaire : par 'argumentation précédente, on établit d'abord une condi-
tion nécessaire, puis on démontre quelle est aussi suffisante. C'était aussi
le cas des argumentations relatives aux pistes 2 et 3, contrairement a celle
de la piste 1.

Prolongement : cette piste peut également 2tre exploitée dans le probleme
du nombre de décompositions en différence de deux carrés, la lettre n
représentant la différence des nombres élevés au carré.

77




Dans nos classes

4, Avec des étudiants

Les pistes mentionnées ci-dessus menent toutes vers la solution. Pour-
tant, en classe, il est rare que des étudiants suivent leur piste et rien qu'elle
jusqu'au bout. En effet, une premiere mise en commun permet d’échanger les
idées. 1l arrive que ceux qui ont exploité la piste des nombres figurés pour
prouver une partie de leur conjecture, I'abandonnent au profit d'une piste
plus algébrique, et vice versa.

D’autres idées fructueuses peuvent apparzitre. Par exemple, lidée de dis-
tinguer d'emblée les nombres de départ (dont on prend la différence des
carrés) eelon leur parité : on développe alors

(2m)? = (2n)?,
(2m+1)° — (2n+1)?,
(2m +1)* — (2n)?,
(2n)? — (2m + 1),

En général, les pistes nouvelles, méme celles qui naboutissent pas tout
de suite a la solution, donnent lieu & des résultats intermédiaires souvent
intéressants, par exemple sur le lien entre la parité d'un nombre et de son
carré, sur la représentation géométrique d’une différence, d’un produit. ..

5. Mathématiques utilisées, compétences tra-
vaillées

Ce probleme présente a mes yeux plus d'un atout.

Tout d’abord, il suscite une démarche spontanée de recherche. Chacun
peut commencer a chercher. Chacun peut trouver une idée.

Ensuite, comme on la vu aux paragraphes précédents, les idées
sont nombreuses et fructueuses. Elles peuvent étre échangées, débattues,
adaptées.

Au niveau du début du secondaire, le probleme permettrait aussi d'appli-
quer des connaissances fraichement acquises en arithmétique et en algebre :
nombres figurés, somme des n premiers nombres impairs, identités remar-
quables, factorisation simple, écriture algébrique d'un nombre pair, impair,
reste d'une division, parité...
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Enfin, le probleme provoque I'argumentation, et sa solution se termine par
une démonstration. Lors de la confrontation des idées, les étudiants sont
presque toujours amenés a distinguer ce dont ils sont slirs de ce qui reste
a prouver et a souligner la différence entre une implication et sa réciproque,
deux points importante dans lapprentissage de la démonstration.

Dautres compétences interviennent dans cette recherche, telles que
conjecturer, illustrer une conjecture par des exemples ou linfirmer par
un contre-exemple, envisager des cas particuliers, simplifier le probleme,
représenter une situation, s’exprimer, confronter ses arguments...

6. L’avenir du probléme et son histoire

Probleme gratuit, tout juste bon a amuser quelques professeurs? Pas
vraiment. La proposition démontrée, et surtout le type de raisonnement
employé pour la démontrer, peuvent Etre réinvestis dans la recherche de
triplets pythagoriciens et dans d'autres problemes d'arithmétique. Pour des
exemples de tels problemes, le lecteur pourra consulter l'article de ChrisTiAN
Aeel et Joun Stemie [1] mentionné en début d’article.

Par ailleurs la problématique de la différence de deux carrés fut étudiée
par Pirre DE FermAT dans le cadre de la recherche d'une méthode pour
factoriser de grands nombres. Cette méthode est décrite dans l'article cité.

Bibliographie

[1] Christian Aebi & John Steinig, Activité autour des « identités remar-
quables »et « Factorisation des entiers : la méthode de FermaT », Math

Ecole n° 210.
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Olympiades

C. Festraets

Voici les énoncés et solutions des problemes des finales « MIDI »

et « MAXI » de I'Olympiade Mathématique Belge de 2004. Les solutions
proposées ont été choisies parmi les meilleures rédigées par les éleves
participant & cette finale.

YINGT-NEUVIEME OLYMPIADE MATHEMATIQUE BELGE
MIDI FINALE 2004

1. Parmi tous les entiers positife multiples de 2004, quels sont ceux qui

ont exactement 20 diviseurs positifs ?

Solution de THomAs GUEUNING, éléve de 4° au Collége Notre-Dame 2
Tournai.

On a: 2004 =2°.3.167

Nous savons que le nombre de diviseurs est égal au produit des
exposants, chacun augmenté de 1, donc 2004 a -2-2 =12 diviseurs.
Pour arriver & 20 diviseurs, il faut trouver un produit dau moins
trois entiers positife (et différents de 1) qui soit égal & 20. La seule
possibilité est 2-2-5.

Le seul entier positif multiple de 2004 qui a exactement 20 diviseurs
est donc 2571 .3%71. 416721 = 2% . 3. 167 = 8016.

. Dans le parallélogramme ABCD, le point M est le milieu de [BC]. Le

point E est le pied de la perpendiculaire a MA issue de D. Démontrer
que |CD| = |CE|.

Solution de FLorence Peeters, éléve de 3° au Collége Sainte Croix
a Hannut.

Prolongeons [DC] et [AM], les droites DC et AM se coupent en F.

B A B

D c F

Toute communication concernant cette rubrique sera adressée a C. Festraets, 36, rue J.B.
Vandercammen, 1160 Bruxelles, ou & l'adresse courriel : hamoircl@brutele.be
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Les triangles ABM et MCF sont isométriques car

My =M (angles opposés par le sommet)
By =Ch (angles alternes internes)
IMC| = MB|
Dol |AB| = |CF|, or |AB| =|DC| car ABCD est un parallélogramme, et

donc |CF| = |DC| et C est le milieu de [DF].

Le triangle EDF est rectangle en E et est donc inscriptible dans un
demi-cercle de diametre [DF]; comme C est le milieu de [DF], le centre
de ce cercle est C.

Puisque C est le centre du cercle et que D, E, F sont des points du
cercle, [CD] et [CE] sont des rayons du cercle, d'ol |CD| = |CE| car
tous les rayons d’un cercle ont méme longueur.

. 2004 bougies seront disposées sur un gateau a étages. Sur I'étage
du haut se trouvent n bougies, et chaque autre étage comporte k
bougies de plus que I'étage immédiatement supérieur (k > O).

(a) Trouver le nombre maximum d’étages d’un tel gateau.

(b) Pour ce nombre maximum, déterminer toutes les valeurs possibles
des nombres naturels n et k.

Solution de ALexis GOTTCHEINER, éléve de 4° au Lycée Emile Jacgmain
a Bruxelles

Soit x le nombre d’étages.

'y a n+(n+k)+(n+2k)+...+(n+(x—1k) = nx+k(1+2+...+(x—1)) =
nx +k- @ bougies sur le giteau.
2nx + x(x — 1)

> = 2004 & 2nx + x(x — 1k) = 4008 = & - 3 - 167

Si x 2167, alors x(2n+ (x —1)k) = 167 - 166 > 4008 ; donc x < 167.

La plus grande valeur de x qui respecte cette condition est 24 et
alors 2n + 23k = 167.

k est impair car 2n+ 22k est impair.

Si k=1, alors 2n+ 23 =167 dou n=72.

Si k=23, alors 2n+ 69 =167 dol n = 49,

Si k=5, alors 2n+ 115 =167 dou n = 26.

Si k=7, alors 2n+ 161 =167 dou n=2.

Si k= 9, alors il n'existe pas de valeur positive pour n.

oy
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4. Un jeu de 2004 cartes est déposé en un paquet sur la table, dans

un ordre que nous qualifierons d'initial. L'opération suivante lui sera
appliquée plusieurs fois :

Prendre la carte A située tout en haut et la carte B située tout en
bas, placer A au dessus de B puis remettre ces deux cartes entre la
n® et la (n+1)° carte des cartes restantes du paquet (1 < n < 2001).
Cette opération est répétée avec la méme valeur de n en prenant
chaque fois les cartes situées alors aux extrémités du paquet comme
A et B.

(a) Est-il certain que les 2004 cartes retrouveront a un mo-
ment l'ordre initial? Si oui, pour la premiere fois aprés combien
d’opérations ¢

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de n ce nombre dopérations sera-t-il mi-
nimum, et pour quelle(s) valeur(s) de n ce nombre sera-t-il maxi-
mum?

Solution de StésasTiEN DOEDRAENE, éléve de 4° au Collége Saint Julien
4 Ath

Soit C l'ensemble (dont lordre est pris en compte) des cartes du
paquet.

C = {c1.¢0,...,Co004}. Numérotons les cartes de telle maniere que,
initialement, ¢; = I.

Chaque opération est une permutation P de I'ensemble C telle que

p_[ 1234 -1 D n+4 ... 2002 2003 2004

2345 .. n 41:2004..2001 2002 2003

En fait, P est la composée de deux permutations Py de longueur n et
F2 de longueur 2004 —n qui sont des cycles :
Pr=(1,2,3,....,.n=1,n) et £, =(2004,2003,2002,...,n+2,n+1).
Toutes les n opérations, les n premiers nombres de C auront retrouvé
leur ordre initial et toutes les 2004 — n opérations, les 2004 — n
derniers nombres de C auront retrouvé leur ordre initial.

(a) De sorte que l'ensemble C retrouvera son ordre initial toutes
les x opérations ol x est le plus petit commun mutiple de n et
2004 — n.

(b) Le ppcm de n et 2004 —n est supérieur ou égal a 1002;
x = 1002 si et seulement si n = 1002, le minimum est donc
obtenu pour n = 1002.
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Pour un x maximum, il faut trouver les deux n =1002 % avec i € N
et i le plus petit possible pour que le ppcm de n et 2004 —n soit
égal a n(2004 —n). Il ne faut pas chercher loin puisque le ppcm de
1001 et 1003 est égal a 1001-100% en effet, 1001 = 7-11-13 et
1003 = 17-59. Le maximum pour x est donc 1001:1003 = 1004003
et est obtenu pour n=1001 ou n=1002.

VINGT-NEUVIEME OLYMPIADE MATHEMATIQUE BELGE
MAXI FINALE 2004

1. (a) Existe-t-il un polyndme p & coefficients entiers tel que p(2) = O

et p(O) = 47
(b) Existe-t-il un polynbme p & coefficients entiers tel que p(1) =7
et p(&) = 97

(c) Pour quelles valeurs de lentier n existe-t-il un polyndme p 2
coefficients entiers tel que p(1) =7 et p(&) =n?

Solution de Marie CouteLier, éléve de 5° année au College Saint
Michel & Etterbeek

Posons p(x) = apx" + an_4 X"+ +ax+ap avec g € Z

() pl0) = 20 = 4.

Il reste a trouver g(x) = a.x" +...a1x avec q(2) = —4; il suffit
que a4 =—2 et 4 =0 Vi€ {2,3,...n}.
p(x) = —2x + 4.

(b) Non. Si c’était le cas, on aurait
{5”3,, +8 a1 +...8a1+a, =9
antan1+...+a1+a =2
En soustrayant les deux égalités :
B —=MNa,+ B "= Napg+...+(B—=Nay = 2.
Or on sait que x"—y" est toujours divisible par x —y, donc le
premier membre de I'égalité précédente est divisible par 7, cest
toujours un entier multiple de 7 et il ne peut étre égal a 2.
(c) Si p(1)=7 et p(&) =n, on a :
{8”an +8" g, 4 +...8a+a0=n
an+an1+...+a1+a =7
En soustrayant les deux égalités :
& —MNa,+ B "= Na,1+...+(&—=Nas=n-17.

83




Olympiades

Le premier membre est multiple de 7, donc il faut que n—7 soit
multiple de 7 : n—7 = 7¢t, doli n = 7(1+1t) (avec t entier positif),
n doit étre multiple de 7.

Est-ce que cela suffit (peut-on trouver p(x) pour tout n= 7k?)

S'il existe un tel polyndme, il peut étre représenté par une courbe
comprenant (1,7) et (8,n). |l existe toujours une droite de pente
entiere passant par ces deux pointe.

Ay _ on=7 _ Tk=7 _ | _
En effet, sa pente sera il =k—-1.

Le terme indépendant sera lui aussi entier : si on a une droite
y=ax+b ol a, x et y ont des valeurs entiéres, alors b = y—ax

est entier.

Il existe donc un polyndme p & coefficients entiers tel que p(1) =
7 et p(&) =n pour tout n multiple de 7.

2. Combien existe-t-il dentiers compris entre 10000 et 99999 compor-
tant un nombre pair de chiffres pairs?

Solution de GuiLLauMe Bruniau, éléve de 6° année au Collége Saint

s

Stanislas & Mons

Dans ces nombres de 5 chiffres, le premier peut prendre 9 valeurs
différentes dont 5 sont impaires et 4 sont paires, les autres chiffres
peuvent prendre 10 valeurs différentes dont 5 sont impaires et 5 sont
paires. Ce qui peut se résumer comme suit :

Probabilité pour le chiffre n°|1 2 3 4 5
' 414144

d'étre pair|g 5 5 3 3

N . 15 4 14 14 4

d’gtre 1mpa|r 9 2 2 2 3

Etudions deux cas.

(a) Si le premier chiffre (1 du tableau) est impair.

Trois cas sont possibles pour avoir un nombre pair de chiffres
paire :

i. tous les autres chiffres sont impairs, la probabilité est égale
2 (3)' =%
2 16

ii. deux des autres chiffres sont pairs, la probabilité est égale a

(%)4-N ol N est le nombre de permutations possibles dans
les chiffres 2 & 5. Cherchons ce N : six cas sont possibles
pour deux chiffres pairs et deux chiffres impairs PPIl, PIPI,

PIIP, IPPL, IPIP, IIPP. La probabilité est donc .
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iii. les quatre autres chiffres sont pairs, la probabilité est égale
(D=4
2) — 716

LA 6 1 _
Au total : wtmte=

AN

(b) Si le premier chiffre (1) du tableau) est pair.
Deux cas sont possibles pour avoir un nombre pair de chiffres

paire :
i. un seul autre chiffre est impair, la probabilité est égale 2
4
(%) 4 = % (car 4 positions possibles).
ii. un seul autre chiffre est pair, la probabilité est égale a

(%)4 4 = 4i (car 4 positions possibles).

L4 4 ]
Au total : 1T = 3

s

Il reste & multiplier les probabilités de ces deux cas par leur fréquence
d’apparition et en faire la somme : g . %+ g . % = %

Donc la moitié des nombres de 5 chiffres, c’est-a-dire 45000, ont un
nombre pair de chiffres paire.

Iy

. Dans le triangle ABC, le point D appartient & [AC] et est tel que
|BD| = |CD|. Une droite parallgle & BD coupe le segment [BC] en E
et coupe la droite AB en F. Le point d’intersection des droites AE et
BD est G.

Démontrer que les angles BCG et BCF ont méme amplitude.
Solution de MaTHIEU LEssinNes, éléve de 6° année & I'Athénée Vau-
ban & Charleroi

vi

Plagons sur CB laxe des abscisses d'un repere orthogonal, I'axe des
ordonnées comprenant A. Nous pouvons poser B(1,0) et A(O,1) car
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le repere n'est pas forcément orthonormé. Appelons k I'abscisse de C.
Dés lors, nous avons tout de suite

—x+k
k

De plus, comme |BD| = , D ee situe sur la médiatrice de [BC]
(d’équation X = %) et sur AC. Dol D(gﬂ%) et le coefficient an-
gulaire de BD vaut % . & =1

Posons BD =y = %+ p. Comme BE€BD, on a O=1 +p et BD ="
Par conséquent, EF, qui a le méme coefficient angulaire que BD, a
pour équation y = XM ol A est un parameétre réel tel que EF coupe
[BCT.

On a ainsi les coordonnées de E : (—=A,0). Par ailleurs, F étant lin-
tereection de AB et de EF, sa coordonnée vérifie les équations de ces
deux droites :

+2 +2 — k=2
{325, e el
y=-—Xx+ y=—Xx+ Y ==

De méme, G étant lintersection des droites AE et BD, sa coordonnée
vérifie leurs équations

X+ l<+/|
{y_z <:>{ Pl
Y= Y= 9=

Nous pouvons a présent calculer les coefficients angulaires des droites
GC et FC et constater quiils sont opposés :

AB=y=—x+1et AC=y=

>

A+ k+ 4 A+

K+ k=A—k(k+1) Atk

A+1 A—k A+

A—k A+ A+ k2

Finalement, comme ces deux coefficients angulaires sont opposés, les

droites CG et FC forment le méme angle avec l'axe des abscisses BC.
Les angles BCG et BCF ont par conséquent méme amplitude.

Mec =

Mge =

. Une liste initiale contient tous les entiers de 1 a 2004 dans un ordre

quelconque. Lopération suivante lui sera appliquée de maniere répétée :
Si la premiere valeur de la liste est le nombre k, les k premieres valeurs
sont récrites dans lordre inverse de celui ou elles étaient (les autres
valeurs sont inchangées). Notons que si k =, la liste n'est pas modifice.
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(2)

()

Solution, pour (a), (b), (c), de JuLen Corre, éléve de ©° année 2

Existe-t-il une liste initiale telle qu'apres Iui avoir appliqué
Fopération quatre fois successivement, le nombre 1 apparaisse en
premigre position (sans que 1 soit apparu plus tot en premigre
position) 2

Existe-t-il une liste initiale telle qu'aprés Iui avoir appliqué
Fopération dix-sept fois successivement, le nombre 1 apparaisse
en premiere position (sans que 1 soit apparu plus tdt en premiere
position) 2

Existe-t-il, pour tout naturel n tel que 1 < n < 2004, une liste
initiale telle qu'aprés lui avoir appliqué l'opération n fois succes-
sivement, le nombre 1 apparaisse en premiere position (sans que
1 soit apparu plus t6t en premigre position)?

Pour toute liste initiale, existe-t-il nécessairement un naturel n tel
quapres avoir appliqué lopération a la liste n fois successivement,
le nombre 1 apparaisee en premiére position?

s

PInstitut Jean XXIII & Jemelle, et pour (d), de Davio CoLino LiLamas,
éleve de 6° année a I'Ecole Européenne de Luxembourg

(a) (b) (c)

Si on montre que pour tout naturel n tel que 1 < n < 2004, |l
existe une liste initiale telle qu'apres avoir appliqué lopération n
fois successivement, le nombre 1 apparait en premigre position,
on Faura montré pour n=4 et n=17.

On peut trouver une liste initiale, comme décrite ci-dessous, pour
tout n tel que 1 < n < 2004.

i. Pour 1 < n< 2003, cette liste est la suivante :
2,9,4,....,n,n+1,1,n+2,...,2004.
(Remarque : si n= 2002, cette liste s'éorit
2,3,4,...,2002,2003,1, 2004
et si n=2003, elle s’écrit
2,3,4,...,2003,2004,1).

Apres la 1™ opération : 3,2,4,...,n,n+1,1,n+2,...,2004.
Apres la 2° opération : 4,2,2,...,n,n+1,1,n+2,...,2004.

Apres la n® opération : 1,...,n+1,n+2,...,2004,
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Entre 1 et n+ 1 se situent les nombres de 2 a n inclus
dans un ordre qui importe peu.

ii. Pour n= 2004, cette liste est la suivante :
2,2004,3,4,...,2002,1,2003.

Apres la 1™ opération : 2004,2,3,4,...,2002,1,2003.
Apres la 2° opération : 2003,1,2002,...,4,3,2,2004.
Apres la 3° opération @ 2,3,4,...,2002,1,2003, 2004.

Il reste 2001 opérations comme ci-dessus pour que le nombre
1 eoit en 1™ position, donc en tout 3+ 2001 opérations.

(d) Supposons qulil n'existe pas nécessairement de naturel n tel

quapres avoir appliqué lopération n fois le nombre 1 apparaisce
en premiere position.
Si la supposition est vraie, alors il existe un ensemble

EcC{23,...,2004}

comprenant « éléments (a < 2004) qui & partir d'un certains
hombre dopérations sont les seuls & apparaitre en premigre po-
sition. E est un ensemble fini, donc il contient un élément e tel
que e est plus grand que tous les autres éléments de E.

Sie appara?t, aprée une certaine opération, en premiére position,
alors apres l'opération suivante, il atteindra une position d'un
rang égal & sa valeur et puisque c’est I'élément le plus grand, il
ne pourra plus changer de position (car I'opération ne I'atteindra
plus).

Done, il existera un ensemble E’ fini comprenant un élément en
moins que E et contenant tous les éléments qui apparaissent
en premiére position. Si on continue ce raisonnement, on aboutit
a un ensemble F, tel que F =@, qui contient tous les élément
apparaissant en premieére position.

Ceci est contradictoire puisqu’il y a toujours un élément en
premiere position, donc la supposition du début est fausse et il
existe nécessairement un naturel n tel que, aprés avoir appliqué
Fopération & la liste n fois de suite, le nombre 1 apparaisse en
premiere position.
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Des problemes et des jeux

C. Festraets

Probleme n° 295 de Mathématique et Fédagogie n°147.

Pendant l'année 2003, dans cette librairie ouverte 7 jours par semaine,
on a vendu au moins un livre chaque jour, et au total €00 livres sur
Fannée. Montrer quil y a eu une période de jours consécutife pendant
laquelle on a vendu exactement 129 livres.

Des lecteurs, ayant une meilleure mémoire que la mienne, mont fait
remarquer que ce probleme avait déja été posé dans le numéro 122 de
cette revue. Cependant, il est possible que certains ne disposent pas de ce

S

numéro aussi voici a nouveau une solution.
Solution de J. ANSEEUW de Roeselare

Soit b; le nombre total de livres qui ont été vendus jusquau i° jour
inclus. Nous pouvons écrire :

’l<b4<b2<b5<~'<b,‘<~~<b565:6OO. (/l)
Augmentons chaque terme de 129, on obtient :
129 < by +129 < by +129 < b3 +129 < -+ < b + 129 < -+ - < bags + 129 = 729.(2)

Nous avons a présent au total 730 nombres dans lintervalle [1,729],
ce qui implique qu'au moins deux de ces nombres sont égaux.

Comme tous les nombres des inégalités (1) sont différents et de
méme pour les inégalités (2), il doit exister deux indices i et j tel que
b = bj +129. Ceci signifie quentre le jour j+1 et le jour i inclus on a
vendu exactement 129 livres.

J. OOMS de Chimay a envoyé une solution un peu plus longue.

Pas de solution

Toute communication concernant cette rubrique sera adressée a C. Festraets, 36, rue J.B.
Vandercammen, 1160 Bruxelles, ou & l'adresse courriel : hamoircl@brutele.be
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Probleme n° 296 de Mathématique et Fédagogie n°147.

Démontrer qu’il n'existe pas dentiers a, b, ¢, d non tous nuls vérifiant
léquation
& +5b° —2¢° — 20d — 34° =0

Solution de P. BORNSZTEIN de Maisons-Laffitte

Soient a, b, ¢, d des entiers vérifiant a° +5b° —2¢% — 2cd — 24° = O, (1)
cest-a-dire a° + 5b% — 3d° = 262 + 2cd.
Par suite a° + 5b° — 3d° est pair.
2

S

Comme x et x* ont méme parité, cela conduit a a+b+d pair. Par
conséquent, s0it ces trois entiers sont pairs, soit exactement Pun dentre
eux est pair.

1. Si a est pair et b, d impairs :
On a x* = 4(mod 4) si x est impair et x° = O(mod 4) si x est
pair, par suite a° + 5b° — 34° = 2(mod 4). Mais d'un autre cbté,
202 +20d = 2¢°+2¢ = 2¢(c+1) = O(mod 4), car c(c+1) est forcément
pair. Par conséquent, a° + 5b® — 3d”® # (2¢° + 2cd)(mod 4), ce qui

contredit (1).

2. Si b est pair et a, d impairs : on obtient exactement la méme contra-
diction.

3. Si d est pair et a, b impairs : Cette fois 2¢°+2cd+3d4° = 2c°(mod 4)
et & +5b° =2(mod 4), d'ol ¢ est impair.
Posons d = 2n.
Si x est impair, on a x* =1(mod &), donc & +5b* —2¢% = 4(mod &).
Par suite, daprés (1), 2cd+3d° = 4cn+12n° = 4n(c+3n) = 4(mod &),
d’ot n(c+3n) est impair. Mais alors n et ¢+ 3n sont impairs, ce qui
implique que ¢ est pair. Contradiction.

Deés lors, si a, b, ¢, d vérifient (1), alors a, b, d sont tous trois pairs.
Posons a=2x, b=2y et d=2¢t.

L'équation (1) devient 4x* + 20y? — 2¢° — 4ct —12t% = O, ce qui conduit
& ¢ pair et donc ¢ =2z est pair.

L'équation (1) e'écrit alors x* + By? — 2z% — 2zt — 3t = 0 et (x,y,zt)
est également une solution.

2,9 est, également une solution de (1).

Ainsi, si (a,b,c,d) est une solution de (1), alors a, b, ¢, d sont pairs et
b
2022

(2
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On en déduit par récurrence que pour tout n € IN, les entiers a, b, ¢, d
sont tous divisibles par 2". Cela entraine clairement que a=b=c=d=0
(qui réciproguement fournit bien une solution).

Finalement la seule solution de (1) est (O,0,0,0).

Bonnes solutions de J. ANSEEUW de Roeselare, P. DASSY de Liege, J.
FINOULST de Diepenbeek, J. OOMS de Chimay et J. RASSE de Méan.

Impuissance

Probleme n° 297 de Mathématique et Fédagogie n°147.

Démontrer que 2F + 2P, ol p désigne un nombre premier, n‘est une
puissance d’un entier pour aucune valeur de p.

Solution de P. DASSY de Liége

Si p =2, seul nombre premier pair, 2F + 37 = 4+ 9 =13 et nest pas
une puissance d’un entier.

Si p est premier et impair, on a

2P 4+ 2°

Il

2P + (5 —2)F
2P 45 —Cl2 B 4 c222 52— g 2P 5 - 2P

I

Il

5 (5f°—4 —Cl2.5P P 1 (22 0 g cﬁ”zFM)

Si cette expression est une puissance dun entier, alors c’est une puis-
sance de D. Tous les termes contenus dans les parenthéses doivent donc
étre multiples de 5, il faut donc que p-2f’_4 soit multiple de 5 (condition
nécessaire mais non suffisante), p étant premier, on a forcément p = b.

Dans ce cas, 2F + 3F = 32+ 243 = 275 = 5% - 11 qui n'est pas une
puissance d'un entier. Donc si p est premier, 2P + 3P n'est jamais une
puissance d’un entier.

J. ANSEEUW de Roeselare, P. BORNSZTEIN de Maisons-Laffitte, J. FINOULST
de Diepenbeek, J. OOMS de Chimay et J. RASSE de Méan ont envoyé des
solutions similaires.
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Voici trois nouveaux problemes livrés 2 votre sagacité. Les solutions
doivent me parvenir avant le 1°" mai 2005.

304. Trois bases

En base 10, 361 = 192, Trouver au moins trois autres bases pour lesquelles
261 est un carré parfait.

’ 305. Exponentielles ‘

On considere les fonctions f de R dans R telles que, pour tous x, y réels,
on a

Fix+y) = f(x) - ).

Démontrer que
— ¢&il existe un réel pour lequel f n'est pas nulle, alors f est non nulle
partout;
— ¢l existe un réel pour lequel f est continue, alors f est continue
partout;
— les seules fonctions f qui sont continues et non nulles en O sont les
exponentielles.

306. Polyndme|

Démontrer que , si a est un entier non multiple de 5, alors le polyndme
x° —x+a nest jamais le produit de deux polyndmes & coefficients entiers.

L'Olympiade Mathématique Belge recrute I

Nous recherchons des professeurs imaginatifs, qui pourraient
nous aider a la création et a la rédaction de questions
pour les Olympiades. Cet avis concerne tout particulierement
des professeurs motivés par les olympiades mini et midi car
c’est essentiellement a ces niveaux qu’un « renouvellement des
cadres » se fait pressant.

L'essentiel du « travail » se gere par courrier et courriel.
Intéressé(e)? Contactez CLaupiNe Festraers, 36, Rue Vander-
cammen, 1160 - Bruxelles, courriel : hamoircl@brutele.be
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Si vous habitez en Belgique : Compte 000-0726014-29 de SBFPMef.
Si vous habitez en France : Compte CCP Lille 10 026 48 S de SBPMef.

Si vous habitez ailleurs : Virement international sur Fun de nos deux comptes avec les
références internationales suivantes :

CCP BELGIQUE : IBAN BE26 0000 7280 1429 BIC BPOTBEB4

ou CCP LILLE : IBAN FRG® 2004 1010 0510 0364 8502 682 BIC PSSTFRPPLIL
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Prix Prix Frais

plein réduit d’expédition
Séries RENOVER
Série 1 (n°12) 1€ / ™
Série 2 (n°7 a n°11 et n°13) 5 € / T2
Série 3 (n°14) 5 € / T2
Les 3 séries 750 € / T2
Dossiers d’exploration didactique
Dossier 2 (Autour du PGCD) 1,60 €11,20 € Ik
Dossier & (Isomorphisme et Dimension) 1,860 €(1,20 € I
Dossier © (Statistiques) 7,40 € © € | voir ci-dessous
Dossier 7 (Vers les infiniment petits)
Simone Trompler et Guy Noél 6 € ™
Dossier & (La démonstration en géométrie
plane dans les premieres années de
Ienseignement secondaire)
Claude Villers et alii 9 € 2
Jacques Bair, Mathématique et Sport 5 €370 € T
Frangois Jongmans
Eugéne Catalan, Géometre sans patrie, ... 12 €950 € T2
G. Robert, CD-Rom, logiciels mathématiquea 5 € / ™
Recueils de questions des OMB
Tome 5 © € voir ci-dessous

Frais d’expédition en non PRIOR

Pour les expéditions en PRIOR,
consulter le secrétariat.

Belgique | Europe | Autres pays

Tarif 1] 1,860 €450 € 6 €
Tarif 2| 3,50 € |6,050 € 10 €
Tarif 3 5 €
Tarif 4 7 €

Pour la définition d'« Europe »,
voir les tarifs postaux.

Pour tout probleme,
consulter le secrétariat.

Brochures OMB (B) ou dossier 6

Exemples de tarification pour commandes groupées
Dossier & (Démonstration. ..)

1 ex. T4 4 a206ex |TD

1 ex. |T2

(33 4 ex] T4 |

2 ou 3 ex |T2 7 a 12 ex. | T4

2 ex. |Td

Au-dela, consulter le secrétariat
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Dossier Statistique : & nouveau disponible I

Le succes rencontré par notre
dossier pédagogique n°G a rapi-
dement mené & I'épuisement de
notre deuxieme tirage.

Bonne nouvelle : le fascicule est
a nouveau disponible aux condi-
tions habituelles précisées dans
« Le coin du trésorier » en fin de
revue.

Société Belge des Professeurs de Mathématiques

‘ Commission pédagogique de la
dexpression francaise

Exploration didactique

Claude Villers
avec la callaboration de
Mady Frémal, Renée Gossez et Robert Haine

La démonstration en géométrie pIuneJ

dans les premiéres années de |'enseignement secondaire

Réflexions & propos des difficultés de son apprentissage
et de son enseignement. Quelques suggestions!

Aoiit 2003

Dossier & : La démonstration '

Les auteurs ont souhaité que
le document ¢&’inscrive dans la
perspective d’une exploration di-
dactique. lls  vous soumettent
ici leurs réflexions & propos
des difficultés de lapprentis-
sage et de lenseignement de la
démonstration en méme temps
gu’ils vous soumettent de nom-
breuses  suggestions pour la
préparation et la pratique de
la démonstration dans la classe.
Plus de 150 exercices - résolus
pour la moitié - illustrent leur
propos.




