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Nanogéométrie

DAMIEN DUVIVIER,
OLIVIER VAN OVERSCHELDE,
MICHEL WAUTELET
Université de Mons-Hainaut

D’apres de nombreux scientifiques, le XX1° siecle pourrait bien étre celui
d’une nouvelle ere industrielle : celle des technologies du petit, des nanotech-
nologies, basées sur les sciences du petit, les nanosciences. Rien d’étonnant
des lors & ce que les nanosciences et nanotechnologies (NST) constituent un
secteur de recherches majeur de par le monde. Dans ces NST, les nanopar-
ticules jouent un roéle essentiel. Leurs propriétés sont différentes de celles de
la matiere a notre échelle. La géométrie des nanoparticules est nécessaire
pour en comprendre les raisons. Dans cet article, nous allons présenter les
principales formes géométriques des nanoparticules (amas polyédriques, ful-
lerénes, nanotubes), afin de mettre en évidence les relations avec des pro-
priétés physiques et chimiques.

1. Nanosciences et nanotechnologies

Qu’est-ce que les nanosciences et nanotechnologies? D’aprés la Royal
Society britannique, la « nanoscience » est I’étude des phénomenes et la
manipulation des matériaux aux échelles atomique, moléculaire et ma-
cromoléculaire, ou les propriétés différent significativement de celles a
plus grande échelle. Les « nanotechnologies » sont la conception, la ca-
ractérisation, la production et 'application de structures, dispositifs et
systemes par controle de la forme et de la taille & ’échelle nanométrique.

Cela fait longtemps que les physiciens, chimistes, biologistes, ingénieurs

étudient et utilisent des entités de taille nanométrique. Les atomes, mo-
lécules, virus, colloides, etc. ont une taille nanométrique. La particularité

Adresses des auteurs : Université de Mons-Hainaut, Faculté des Sciences, Avenue Mais-
triau 23, 7000 Mons ; courriel : michel.wautelet@umh.ac.be.
Texte de 'atelier présenté lors du Congres de la SBPMef a Mons, le 23 aott 2007.
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des NST est la manipulation et le controle des entités nanométriques, indi-
viduellement (ou presque). De plus, les propriétés des nanosystemes (dont
les nanoparticules) different significativement de celles & plus grande échelle,
par deux effets principaux : les effets de taille et les effets quantiques. Dans
ce travail, nous ne traiterons pas des effets quantiques, qui sont hors du
champ de I’enseignement secondaire.

Pour appréhender le nanomonde, il existe deux approches opposées. Sui-
vant 'approche « top-down » (de haut en bas), on examine comment les
propriétés varient lorsque la taille diminue. A l’opposé, selon 'approche
« bottom-up » (de bas en haut), on part de 'atome et de la molécule et
on augmente progressivement le nombre d’atomes pour arriver a des nano-
systemes. Nous allons utiliser successivement ces deux approches.

2. Effets de taille : approche « top-down »

2.1. Aire spécifique de nanocubes

Prenons un cube de coté C, découpons-le en huit cubes identiques et
recommencons le découpage sur les huit cubes ainsi obtenus. Recommencons
I’itération jusqu’a obtenir une « poudre de nanocubes ». L’aire totale de tous

n=1 n=2 n=4 n=2=8
S =602 S =8-6(C/2)* S =64-6(C/4)*> S =>512-6(C/8)>
I/ i Jﬂf J: 7

.l 4 T r;

7 2 7 ; |_|

% H

4 O

C | | O

y |

| | 5

O

les cubes (& volume total égal), en fonction des itérations, (n est le degré de
découpage, et représente le nombre de cubes présents sur un coté : n = 1,
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2,4, 8, ...) est donnée par :

Le volume total est donné par V = C3. Le rapport surface volume est donc

donné par :

S 6n

v o C’
On remarque donc que plus on découpe un objet en objets plus petits, plus le
rapport S/V augmente. Cela implique que, lorsque des processus physiques
(adsorption de gaz) ou chimiques (réactions, catalyse hétérogene) ont lieu &
la surface de grains, le taux de « réaction » croit lorsque la taille des grains

diminue.

2.2. Aire spécifique d’une nanopoudre de carbone

Quelle est laire totale d’une poudre (de masse égale a 1 g) formée de
nanoparticules sphériques de carbone de rayon r = 10 nm ? Cette aire est
appelée aire spécifique.

Le rapport S/V d’une sphere est donné par : S/V = 3/r ou r est le
rayon de la sphere. Pour un rayon de 10 nm, S/V = 3-10% m~1.

Sachant qu’un metre cube de carbone pése 2,26-103 kg, on obtient ’aire
spécifique :
S/m =133 m?/g.
C’est-a-dire que pour un gramme de nanoparticules, nous avons a notre dis-
position 133 m? de surface disponible pour filtrer I’air ambiant, par exemple.

2.3. Adsorption de gaz sur des nanoparticules de car-
bone

Le fait que laire spécifique des poudres de nanoparticules soit grande
est utilisée dans de nombreux cas, comme les masques a gaz, la catalyse
hétérogene, et de nombreux cas ou les réactions chimiques ont lieu a la
surface de nanoparticules.

Quelle quantité de gaz (on choisira ici I'azote) s’adsorbe sur un masque
a gaz a base de nanoparticules sphériques de carbone de rayon r = 10 nm 7
Une molécule d’azote occupe une aire de 0,162 nm?.
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Sur une aire de 133 m? peuvent s’adsorber 0,82 - 102! molécules, soit
1,3 - 1073 moles d’azote. Sachant qu’a pression et température normale, un
gaz occupe un volume de 22,4 litres (loi des gaz parfaits : PV = nRT),
on obtient que le volume de gaz adsorbé est de 0,032 litre par gramme de
carbone (sous forme de nanoparticules).

2.4. Combien d’atomes y-a-t-il aux sommets, sur les
arétes, les faces et a l’intérieur d’un cube?

Considérons un systeéme cubique simple. Soit un cube comportant N
atomes par aréte. Combien y-a-t-il d’atomes uniquement sur les sommets
(S), les arétes (A) (& Pexclusion de ceux sur les sommets), les faces (F)

(& Vexclusion de ceux sur les sommets et les arétes) ou a lintérieur du
cube (I)?

Sur les sommets : § =8

Sur les arétes : A = 12x (N —2)
Sur les faces : F =6 x (N — 2)?
A lintérieur : [ = (N — 2)3

alome aux sommeis

atome sur les arétes

@
@ avome de surface
@
D

atome i 1'intérieur du
volumie

On vérifie que le nombre total d’atomes T est tel que : T'= S+ A+ F +
+1=N3

2.5. Réactivité des nanoparticules

La répartition des atomes entre sommets, arétes et faces (cf. 2.4.) joue
un role dans de nombreuses propriétés physiques et chimiques des nanopar-
ticules. Par exemple, dans certains cas, la réactivité chimique des atomes est
liée aux nombres de liaisons non satisfaites ou « pendantes ». Ces nombres
dépendent de la position des atomes dans le cube. La réactivité chimique est
alors fonction de la taille des nanoparticules. Comment varient les réactivités
de poudres de nanoparticules cubiques (cf. 2.4.) en fonction du degré de
découpage, n (cf. 2.1.) ? Soit dy le diametre d’un atome. On a N -dy = C/n.

6
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Le taux de réactions ayant lieu sur les sommets est proportionnel au nombre
de sommets dans la poudre, soit :

Stot = 8/]\]’3 - TLS.

De la méme maniere, les taux de réaction ayant lieu sur les arétes ou sur
les faces sont proportionnels, respectivement a :

Aoy = 12(N — 2)/N3 ~ 12N/N?3 = 12/N? =+ n?,
Fior = 6(N —2)?/N? ~ 6N?/N® = 6/N = n.

On s’apercoit que les vitesses des réactions varient différemment selon la
taille des nanoparticules. Le méme raisonnement peut étre fait pour d’autres
formes géométriques. On s’apercoit alors que les vitesses des réactions
dépendent aussi de la forme géométrique des nanoparticules.

3. De l’atome a la nanoparticule :
approche « bottom-up »

Considérons maintenant ’approche « bottom-up ». Examinons comment
se placent les atomes les uns par rapport aux autres, lorsque leur nombre, NV,
augmente. Nous allons supposer que les atomes peuvent étre décrits comme
étant des spheres dures.

3.1. Nanogéométrie a deux dimensions

Dans une premiere étape, examinons comment les atomes peuvent s’ar-
ranger dans un plan (donc a deux dimensions).

3.1.1. Atomes sur un réseau triangulaire plan

Supposons que les atomes s’arrangent selon un réseau triangulaire plan,
dans lequel ils occupent les sommets de triangles. De combien de ma-
nieres (M), N atomes identiques peuvent-ils se placer, relativement 1'un
a l'autre, lorsqu’ils se touchent ?

N.B. : On supposera identiques deux configurations déduites I'une de 'autre

7
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par des opérations de symétrie (rotations, miroirs).

SIN=2: M=1 NN
{ &
S £
SiN=3:M=3 =y Xéﬁ
(B \ég +RC D

(5 |
Yy /¥ '
SIN=4: M=6 %/’/
WAL

3.1.2. Atomes sur un réseau carré plan

Supposons que les atomes s’arrangent selon un réseau carré plan, dans
lequel ils occupent les sommets de carrés. De combien de maniéres (M),
N atomes identiques peuvent-ils se placer, relativement 'un par rapport a
Iautre, lorsqu’ils se touchent ?

N.B. : On supposera identiques deux configurations déduites l'une de 'autre
par des opérations de symétrie (rotations, miroirs).

SiN=2: M=1 { ] }

SIiN=3: M=2 , ‘L

SiN=4: M=5
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SECC G
SIN=5: M=38 ‘{7‘ " k lf : Y f\h\

Ces exemples démontrent que, pour un nombre fixé d’atomes, plusieurs
configurations géométriques sont possibles, et que le nombre de configura-
tions dépend du réseau sur lequel les atomes s’arrangent. Ceci se généralise
a trois dimensions.

3.2. Nanogéométrie a trois dimensions

Soit N le nombre d’atomes dans un amas. Lorsque N croit, ’arrangement
géométrique des atomes varie. Quelques exemples sont montrés sur la figure.
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Lorsque N est suffisamment grand, plusieurs arrangements géométriques
sont, possibles pour la méme valeur de N. Pour connaitre la structure qui
sera effectivement observée, des calculs des énergies de liaison des différentes
structures sont nécessaires (voir plus loin).

Par exemple, lorsque N = 6, deux structures sont énergétiquement pos-
sibles : une structure stable (I'octagdre), et une structure métastable (la
tripyramide).

Lorsque N = 7, le nombre de structures possibles est de quatre, corres-
pondant aux structures montrées sur la figure suivante.

Structures atomiques stables et métastables des amas de
7 atomes : (a) bipyramide pentagonale; (b) octaedre plus
un; (c) structure tordue; (d) groupement de tétragdres.

Le nombre de structures possibles croit rapidement avec N :

N 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13
Nombre de structures 2 4 8| 18| 57(145|366|988

Lorsque la taille augmente pour atteindre quelques centaines d’atomes,
des formes géométriques régulieres sont souvent observées. Les formes les
plus souvent observées, et aussi les plus intéressantes, sont illustrées sur
la figure. Il s’agit du cuboctaedre, de l'icosaedre, du décaedre régulier, du
décaedre en étoile, du décaedre tronqué de Marks et du décaedre « arrondi ».
Les décaedres sont des dérivés de la méme forme. Ils correspondent & une des
formes les plus souvent observées, car tres stables. Ces formes géométriques
sont, observées avec de nombreux métaux, ainsi que le silicium. La structure

10




Nanogéométrie

d e f
Forme d’amas les plus souvent observées : (a) cuboctaedre ;

(b) icosaedre ; (c) décaedre régulier; (d) décagdre en étoile;
(e) décaedre de Marks; (f) décaedre arrondi.

icosaédrique est observée pour des particules de dimensions comprises entre
1 nm et 100 nm.

Les structures dépendent notamment de ’arrangement des atomes entre
eux. Par exemple, lorsque les atomes s’arrangent selon un réseau cubique a
faces centrées (structure compacte formée de spheres identiques), on obtient
les arrangements repris dans la figure de la p. suivante.

3.3. Relation d’Euler

Les nanoparticules libres (non attachées a un substrat) se présentent sou-
vent sous forme de polyedres réguliers. Ces polyedres peuvent étre convexes
ou non.

Les polyedres convexes sont bien connus des mathématiciens. Ils satisfont
a la relation d’Euler. Soit un polyedre convexe comportant S sommets,
A arétes et F' faces. La relation d’Euler est :

F—A+S=2 (1)

On vérifie aisément que les cinq solides de Platon satisfont & la rela-
tion d’Euler. Les solides de Platon sont le tétraedre, le cube, I'octaedre, le

11
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dodécaedre et 'icosaedre. Ces formes sont souvent observées, en cristallo-
graphie et en nanotechnologies.

V6é&e 06

Forme géométrique F A S
Tétraedre 4 6 4
Cube 6 12 8
Octaedre 8 12 6
Dodécaedre 12 30 20
Icosaedre 20 30 12

Notons que le cube et 'octaedre ont le méme nombre d’arétes, et que
le nombre de faces de I'un est égal au nombre de sommets de 'autre. Idem
pour le dodécaedre et l'icosaedre.

Les formes décrites précédemment (tétraedres) satisfont aussi aux rela-
tions d'Euler.

3.4. Stabilité des amas d’atomes

Lorsque plusieurs structures sont géométriquement possibles, déterminer
celle qui sera effectivement observée demande d’en calculer 1’énergie.
Considérons un cas simple. Supposons que les atomes constituant les amas
soient des spheres dures, de rayon r. Les atomes étant neutres, leur in-
teraction est décrite par un potentiel de type Van der Waals. L’énergie
d’interaction entre les atomes 7 et j est donnée par :

Uij = =C/d;,
ou d;; est la distance entre les centres des atomes 7 et j; n est une constante
(n ~ 6). Le signe « — » indique que I'interaction est attractive.

Dans le cas d’'un amas de 4 atomes, quelle est la structure stable? On
comparera les cas ou les 4 atomes se disposent a) en carré; b) en losange,
avec 2 atomes qui se touchent et les 2 autres ne se touchent pas; c) en
tétraedre.

13
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L’énergie totale d’'interaction est la somme des U;; sur toutes les paires

d’atomes :
V=3 S0 = Y o

i >i iog>i 4
a) Carré : d12 = d13 = d24 = d34 = 2’/“, d14 = d23 = 2\/5’[’;
Utot = —0(27")_” X (4 + 2/\/5’1)
b) Losange : d12 = d13 = d23 = d24 = d34 = 27‘, d14 = 2\/37“;
Uior = =C(2r) " x (5+1/V3").
C) Tétraedre : d12 = dlg = d14 = d23 = d24 = d34 = 27";
Uiot = —0(27")771 X 6.
La structure la plus stable est celle pour laquelle Uy, est la plus faible (dont
la grandeur est la plus importante). Il s’agit donc du tétracdre. La méme
méthode est utilisée pour comparer la stabilité d’amas plus importants,
tels ceux mentionnés plus avant. Néanmoins, pour la plupart des structures
(notamment avec des axes de symétrie d’ordre 5), d’autres termes inter-

viennent, comme les énergies de déformation. Ce qui rend les calculs exacts
plus complexes.

4. Fullerénes et autres systemes creux

A part les amas compacts décrits ci-avant, des structures creuses ont
récemment été découvertes.

4.1. Fullerénes

Découverts en 1985, les fullerénes sont des structures d’atomes de car-
bone, en cage fermée, faite d’'un assemblage de pentagones et d’hexagones.

14
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Fullerénes : structures du Cgp et du Crg.

Cette structure a été baptisée fulleréne, du nom de ’architecte R. Buck-
minster Fuller, qui construisait des domes formés de pentagones et d’hexa-
gones. Il s’agit d’une structure essentielle en nanosciences et nanotechnolo-
gies, de par ses impressionnantes propriétés physiques et chimiques.

Les fullerénes satisfont & la relation d’Euler. Les structures des fullerenes
sont des polyedres convexes, avec H hexagones et P pentagones. Dés lors :

F = H+P, (2)
24 = GH +5P, (3)
3S = GH +5P. (4)

Le facteur 2 dans (3) provient du fait qu'une aréte est commune & deux
polygones. De méme, le facteur 3 dans (4) provient de ce qu’un sommet est
commun a trois polygones.

Reportant ces équations dans la relation d’Euler (1), on obtient que :
P =12 (5)

La valeur de H dépend des conditions que 1’on se donne pour S :

— Dans le Cgg, S =60. D’ou : H =20; il y a donc 32 faces;

— Dans le Crp, S =70. D’'ou : H =25; il y a donc 37 faces.

Notons encore que, dans le Cgg, les 60 atomes (situés aux sommets
du polyedre) sont équivalents (méme nombre de premiers voisins, méme
symétrie). Ce n’est pas le cas dans le Crg, dans lequel les atomes sont
répartis en cinqg catégories, suivant le type de liaisons avec les voisins, dans
les rapports 1 : 1:1:2:2. Le C7g a la forme d’un ballon de rugby.

On retrouve également les valeurs de F', A et S du Cgo en remarquant
qu’il s’agit d’un icosaedre tronqué. Les 12 sommets sont « remplacés » par
12 nouvelles faces (des pentagones). Dés lors, par rapport & 'icosaédre :

— Ily a 12 faces supplémentaires : F/(Cgp) = F(ico)+12 =20+12 = 32;

15
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—Ily abx 12 = 60 arétes supplémentaires : A(Cgp) = A(ico) + 60 =
=30+60 =90;

— Iy al2x (5—1) =48 sommets supplémentaires : S(Cgo) = S(ico) +
+ 48 =12 4 48 = 60.

Icosaédre tronqué
60 sommets
- 12 faces pentagonales
20 faces hexagonales
90 arétes

<

Icosaedre
12 sommets
20 faces triangulaires
30 arétes

4.2. Zéolithes

Bien avant le découverte des fullerenes, d’autres structures creuses
étaient connues. Une des plus importantes pour les applications industrielles
est la famille des zéolithes. Les zéolithes sont des solides microporeux parfai-
tement cristallisés dont les propriétés sont mises a profit dans de nombreux
domaines tels que les détergents, le séchage, la catalyse (dont le raffinage
du pétrole), la dépollution.

La principale caractéristique des zéolithes réside dans leur structure po-
reuse dans laquelle sont situés la plupart des centres catalytiquement actifs
et ou se produisent les réactions. Un exemple de zéolithe est la faujasite.
La structure poreuse de la faujasite comprend des supercages (cages «) de
1,3 nm de diametre, connectées a quatre autres supercages par des fenétres
circulaires d’environ 0,74 nm de diametre. Les supercages sont accessibles
a de nombreuses molécules organiques. La surface externe des cristallites
de zéolithes est négligeable par rapport & la surface des pores ( < 2 %), ce
qui fait que l'essentiel des réactions se produisent sur les sites acides des
supercages.
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prismes
hexagonaux

supercages ou
cages

cages sodalites
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Toutes les supercages sont connectées a quatre cages sodalites par des
fenétres & 6 anneaux circulaires (diametre d’ouverture de 0,22 nm) et &
quatre autres supercages par des fenétres a 12 anneaux (diametre d’ouver-
ture de 0,74 nm). Il y a 8 supercages et 8 cages sodalites par maille unité.

Si ’on considére une cage sodalite, celle ci comporte sur toute sa surface
6 carrés et 8 hexagones. Ces 14 polygones comportent S = 24 sommets et
A = 36 arétes. Le sodalite a la forme d’un polyedre convexe ; on peut donc
appliquer la relation d’Euler :

S—A+F=24-36+14=2,

ce qui correspond a la topologie d’une sphere.

Si 'on considere une des 4 fenétres qui relient la supercage aux autres
(figures p. précédente), on peut également appliquer la relation d’Euler :
la fenétre est constituée de 12 polygones, de 30 sommets et de 42 arétes;
30 —42 4 12 = 0, ce qui correspond a la topologie d’un tore.

4.3. Nanotubes de carbone

En nanosciences, outre les polyédres réguliers, on rencontre différentes
structures, dont des nanotubes. Par exemple, le carbone se présente aussi
sous la forme de nanotubes.

4.3.1. Géométrie des nanotubes de carbone

Les nanotubes sont des structures cylindriques, basées sur le réseau hexa-
gonal du graphite. Les nanotubes de carbone peuvent étre considérés comme
des feuillets de graphéne (plans de graphite) enroulés sur eux-mémes et
fermés aux deux extrémités. Leur diametre varie de 1 a quelques nanometres.

Trois types de nanotubes sont connus, selon la maniere dont les feuilles de
carbone bidimensionnelles s’enroulent. Ces nanotubes sont appelés chaise,
zigzag et chiraux. On observe aussi des nanotubes multiparois, formés de
I’enroulement coaxial de plusieurs feuillets de carbone.

Deux grandeurs définissent la géométrie des nanotubes : le diametre, dy,
et I’angle chiral, 6. La circonférence du nanotube s’exprime en fonction du
vecteur chiral, C}, = nay + mas , qui relie deux sites cristallographiques
équivalents d’une feuille de graphéne. (V. la fig. p. 20.)
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L’angle chiral, 6, est 'angle entre le vecteur chiral et le vecteur a; du
réseau hexagonal du graphene. Le vecteur chiral est noté a partir du couple
de nombres entiers (n,m). L’intersection de OB avec le premier point ren-
contré du réseau de graphene détermine le vecteur de translation fonda-
mental uni-dimensionnel du nanotube. Le cylindre définissant le nanotube
est obtenu en joignant les deux extrémités du vecteur C}. Les angles des
liaisons interatomiques sont légerement déformés par rapport au graphéne,
a cause de la courbure du nanotube.

Dans la notation (n,m), les vecteurs (n,0) et (0,m) donnent lieu & un
nanotube en zigzag; les vecteurs (n,n) & une structure chaise et les autres
vecteurs (n,m) a une structure chirale.

Le diameétre du nanotube est donné par :

1
dy = —ac/3(m2 4+ mn +n?)
7r

et angle chiral par :
Van

om+n’

0 = arctg

4.3.2. Aire spécifique et longueur

Considérons un nanotube de carbone dont le diametre est de 10 nm.
Quelle est la longueur d’un nanotube de carbone dont la masse est de 1 g7
Données nécessaires au calcul :

— La distance entre deux atomes de carbone est de 0,142 nm ;
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— L’aire d’un hexagone est donnée par S = %CQ ~2,6xC2 ouC est
la longueur du coté.

Dans un nanotube de carbone, les atomes de carbone s’arrangent par 6
en hexagone de coté 0,142 nm. La surface d’un hexagone est donc de
S = 0,052 nm?. Dans le cas du graphite, chaque atome appartient & trois
hexagones différents. Nous disposons donc d’une surface de 0,052 nm? pour
6/3 = 2 atomes.

Nous savons également qu’une mole (N4 atomes) de carbone pese 12 g.
Nous déduisons le nombre d’atomes pour 1 g : Ns/12 = 0,5 - 10? atomes.
Soit une aire disponible de 1300 m?, qui est aussi son aire spécifique.

L’aire totale du nanotube est donnée par S = L x 27r (ou L est la
longueur et 7 le rayon). Connaissant r, nous pouvons déduire L, la longueur
totale du nanotube pour que la masse de celui-ci soit d’un gramme :

Lx2rx5-1071%m=1300m?> = L =4,14- 10" m.

Par comparaison, la distance Terre-Lune est d’environ 1,5 - 10! m.
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Généralisation
d'un théoreme de Martin Aigner

sur les nombres de Motzkin
CHRISTIAN RADOUX

1. Un peu d’histoire

Théodore Samuel Motzkin est né a Berlin le 26 mars 1908 (!). Son
pere, Léo, s’y était installé tres jeune, venant de sa Russie natale, pensant
y développer son propre talent mathématique. Il avait méme été accepté

comme étudiant par Kronecker et entamé une these de doctorat sous sa
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courriel : Christian.Radoux@skynet.be.
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Nombres de Motzkin

direction, mais avait quitté cette voie pour se vouer au mouvement sioniste.
C’est donc avec joie que, remarquant les dons de son fils, il ’encourage dans
ses études universitaires, dés ’age de seize ans, a Gottingen et a Berlin.
C’est a Berlin que, a dix-neuf ans, Théodore élabore un premier projet de
these en algebre sous la direction de Schur, mais en fait c’est & Bale qu’il ob-
tient, en 1934, son doctorat sous la direction d’Ostrowski sur un tout autre
sujet : les systemes d’inégalités linéaires. Ce travail prendra une importance
essentielle en recherche opérationnelle, surtout avec 'apparition des ordina-
teurs. Il n’est donc pas surprenant que la RAND Corporation (acronyme
pour research and development) 1ait reproduit en 1952. De 1935 & 1948, 11
enseigne a 'Université de Jérusalem. C’est 1la qu’il épouse Naomi Orenstein
qui lui donnera trois fils. Ses recherches (128 articles) sont souvent liées &
des problemes de mathématiques discretes, de combinatoire en particulier.
Cela explique d’ailleurs son implication, pendant la seconde guerre mon-
diale, dans les activités de cryptographie des services secrets britanniques
en Palestine. En 1948, Théodore Mozkin s’installe définitivement aux Etats-
-Unis et devient professeur a I’Université de Los Angeles en 1950. Il y meurt
subitement le 15 décembre 1970.

2. Définitions

Le triangle de Motzkin est défini par la récurrence

Moo =1
MnJrl,k = Mmkfl + Mn,k + Mn,k+1

étant entendu que M, ;, = 0 lorsque & < 0 ou k > n. Voici le tableau des
premiers M, j, :

N N

1

2 1
5 3 1

912 9 4 1

21 30 25 14 5 1
51 76 69 44 20 6 1

Il est facile de vérifier par récurrence que

(.%2 - 1)(%2 4+ 1)n _ ZMn,k (xn+k+2 7 xnflc) )
k=0
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Par conséquent,

) i R
ke (n—k)! dan—F \* e 0

En divisant par 2" *!, puis en remplacant x par €', ce développement donne
aussi

n
(14+2cosa)"sina = Z M, . sin(k + 1)ov.
k=0
On peut encore en déduire de nombreuses petites formules amusantes,

comine
n

Z(k +1)M,, ), = 3"
k=0

(diviser la formule précédente par «, puis faire tendre « vers 0),

n
E Mn,an,n—k = MQn,n - MQn,n+2
k=0

(utiliser la formule ci-dessus pour M, j, puis appliquer deux fois la formule
de Leibnitz (?) pour la dérivée n® d’un produit). Outre ces deux-13, j’en ai
fabriqué aisément une bonne vingtaine : il suffit de « tourner la manivelle ».

Les nombres de Motzkin M,, sont les M, o. Il est bien connu que M,
est le nombre de sommes & n termes choisis dans {—1,0,1}, & sommes
partielles toujours positives ou nulles et de somme totale nulle. Pour n > 0,
cela revient a compter, comme dans la figure ci-apres, les trajets a segments
unitaires de coefficient angulaire —1, 0 ou 1, partant du niveau 0 pour y
revenir, et ne descendant jamais sous ce niveau.

M, =1
My =2
Mz =4:
My=9:

(3) Sic; c’est I'orthographe que Leibnitz lui-méme utilisait.
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On en déduit immédiatement la récurrence

{ My=1
n—1
Mn-i—l = Mn + Zk::O Mk:Mn—l—k--

En effet, un chemin de Motzkin de longueur n 4+ 1 peut s’obtenir comme
suit :

— Ou bien on commence par un segment horizontal. Il faut alors le pro-
longer par un chemin de Motzkin de longueur n;

— Ou bien on commence par un trait vers le nord-est. Soit alors k+2 (k €
€ {0,1,...,n—1}) le premier endroit ou ’on revient au niveau 0. Cet
endroit est obligatoirement ’extrémité d’un segment vers le sud-est,
lui-méme précédé a sa gauche par un chemin de Motzkin de longueur k
translaté au niveau 1. Pour achever le dessin, il reste a tracer, a droite
du point k + 2, un chemin de Motzkin de longueur n — k — 1.

Soit maintenant M(z) = Y. -, M,a™ la série génératrice des M,.
Par un simple produit de Cauchy, la récurrence précédente prouve
immédiatement 1’équation fonctionnelle M(x) = 1+ xM(x) + 22M?(x),
qui donne aussitot

r— V122322 &

11—z 21:C2 2z — 3x _ ZMniﬂn
n=0

En enlevant des chemins de Motzkin les segments horizontaux, il reste bien

entendu des chemins de Catalan, forcément de longueurs paires 2k. Les

nombres de Catalan valant (2kk) /(k + 1) [2], les nombres de Motzkin sont

donc aussi donnés par la formule

[n/2] (zkk) n
My = kg k+1(2k>’

puisqu’il y a (n_"%), c’est-a-dire aussi (272), fagons de placer ces segments

horizontaux.

Evidemment, I'énumération directe, comme sur cette figure, pose vite
des problemes inextricables : My =1, My =1, My =2, M3 =4, My =9,
My = 21, Mg = 51, M; = 127, Mg = 323, Mg = 835, Mg = 2188,
My, = 5798, Myy = 15511, My3 = 41835, My, = 113634, My5 = 310572,
Mg = 853467, My7 = 2356779, M5 = 6536 382, M9 = 18199284, Myy =
= 50852019, Ma; = 142547559, Mo = 400763 223, Moz = 1129760415,
Moy = 3192727797, Mas = 9043402501, Myg = 25669818476, Moy =
= 73007772802, Msg = 208023278 209, Mag = 593742784 829, ...
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Notons cependant que, pour tout n, M,11/M, < 3 et que
lim,, 00 My41/M,, = 3. La derniére formule correspond a la formule de
d’Alembert pour 'inverse du rayon de convergence de la série génératrice
M (z). En fait, on peut prouver (mais c’est beaucoup plus savant) la formule

asymptotique
3n 27
M, = 373 E(1+O(1/n)).

On a aussi, pour tout n > 1, 'inégalité M,% < My_1M,11 (en d’autres
termes, la suite M,,1/M,, est croissante).

Signalons encore la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

mn+4)Myi2— (2n+5) Myt —3(n+1)M, =0.

Petite curiosité en passant : les nombres de Motzkin My = 2, My = 127,
Mo = 15511 et Mzg = 953467954114 363 sont premiers. Pour l'instant,
on n’en connait pas d’autre.

Les interprétations combinatoires des nombres de Motzkin sont nom-
breuses. Par exemple :
— M,, est le nombre de manieres différentes de tracer, entre n points
d’un cercle, des cordes qui ne s’y coupent pas.
— M, est le nombre d’arbres a n arétes dont chaque sommet donne
naissance a, au plus, deux feuilles. Illustrons ce dernier point de vue

par le cas de M3 :

Le passage de l'interprétation graphique en termes de chemins a celle-ci

peut se justifier trés simplement :

— Un pas vers 'est engendre un sommet simple et un déplacement sur
la feuille ainsi créée ;

— Un pas vers le nord-est engendre un sommet double et un déplacement
sur la feuille créée a gauche;

— Un pas vers le sud-est n’engendre aucun sommet, mais bien un simple
déplacement sur la premiere feuille libre sur la droite d’'un sommet
double.

Je vous laisse réfléchir au passage réciproque, pour bien montrer que la
correspondance est effectivement bijective.
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3. Un théoreme de Martin Aigner

Par une savante (et belle) démonstration, Martin Aigner, de la Freie
Universitat Berlin, prouve [1] que, pour tout n € N,

My My M, ... M,
My My Ms ... My

aét | M2 Mz My ... Muio | — 1.

Mn Mn+1 Mn+2 M2n

4. Nouvelle preuve (quasi évidente)
et généralisation du résultat

Or, les nombres de Catalan jouissent de la méme propriété. J’en avais
donné dans [3] une généralisation polynomiale par un procédé nouveau et,
en fait, tres simple. Je me suis donc demandé s’il n’était pas possible d’agir
de méme ici. Et, en fait, oui , comme le montre le théoréme suivant.

Définissons le polyndme de Motzkin M, (x) par M, (z) =Y p_o My xa"
Nous allons prouver que, pour tous z € C et n € N,

Mi(x) Ma(x) Ms(xz) ... M,
dét | Ma(w) Mz(x)  My(z) ... M,

3

—~
8

~

3 3
¥+
N -
—
2
Il
—

Miy(2) Mysr(z) Moio(z) ... Mon(z)

Le cas particulier x = 0 n’est autre que le théoreme d’Aigner.

DEMONSTRATION.
Posons A, () ZZ M, xz*=". Evidemment, A,o(z) = M,(z),
Apn(z) = 1 et Anr( ) = 0 lorsque r > n. D’apres la définition méme

des M, 1, on a
Apt1,0(@) = (@ + 1) Ano(2) + An1(z)
et, pour tout » > 0,

An-l—l,r(x) - An,r—l(x) + An,’r(x) + ATL,7'+1(x)~
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Par conséquent,

Z Am,k(‘r)An,k(‘r)
0<k = Amo(@)((z + DAn_10(@) + An_11(2)) +
+ Z Ak (2)(An—1k-1(2) + An1k(2) + An—1 k41 (2))
1<k

= Amo(@)((z + 1) An_10(x) + An-11(2)) +
+ Z Amk+1(2) A1 k() + Z A (2) Ap—1 1 (2) +
o<k 1<k

+ Z Am,kfl(x)Anfl,k(x)
2<k
= ((I + 1)Am,0($) —+ A7,L71(JC))A"_170(1') +
+ (Amo(2) + Am 2 () + A (2)) An 11 (2) +
+ Z(Am7k+1(37) + Api(x) + Ay p—1(2)) Ap—1.1(x)

2<k
= Apt1,0(@)An_1,0(@) + Amg11(2)An_11(z) +

+ 3 A1 (@) A1 i (@)

2<k

— Z Am+17k(I)An—1,k(‘T)

o<k

En itérant ce calcul, en omettant les termes nuls et en se rappelant que
Apmtn0(x) = M40 (x), on obtient la formule d’addition

min(m,n)
Mupyn(@) =Y Apsr(r)Ani(x).
k=0
Elle équivaut au produit matriciel :
Mo(z) Mi(z) ... M,(x)
Mi(z) My(z) ... Mpia(x)

M (2) Moia(z) .. Mon()

A070(:1c) 0 ce 0 Ao’()({L‘) AL()(:L‘) ce Anyo(x)
_ A170(l‘> A171(£L‘) e 0 0 A171(.'1?) e An)l(x)
Ano@) Anr(z) . Ann(@) 0 0 o Awn(@)

Le théoreme annoncé en résulte aussitot.
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FRANCIS BUEKENHOUT, CLAUDE CULUS,
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RESUME — Cet article analyse la notion de bidroite. Il s’agit de la
figure spatiale la plus simple. Elle est constituée de deux droites
gauches. Son groupe de symétries est soit d’ordre 4 soit d’ordre 8.
Dans le premier cas, la bidroite est dite non-orthogonale. C’est une
figure orientée. Dans le deuxiéme cas, la bidroite est dite orthogonale.
C’est une figure non-orientée.

1. Définition d’une bidroite

Considérons 'espace euclidien et la figure constituée par une paire de
droites gauches A et B (voir figure 2). Nous dirons que cette figure est une
bidroite et nous la notons AB. Il s’agit d’une figure spatiale particulierement
simple. Que peut-on en dire ?

Les droites A et B ont une perpendiculaire commune que nous appelons
are a(AB) de la bidroite. Les points A N a(AB) et B N a(AB) sont les
pieds de la bidroite et leur milieu ¢(AB) est le centre de la bidroite. Le plan
perpendiculaire & 'axe a(AB) en ¢(AB) est la feuille f(AB) de la bidroite.
L’angle £(AB) de la bidroite AB est l'angle que font des paralleles & A
et B, sécantes en un point p de 'espace. Cet angle ne dépend pas de p et
parcourt I'intervalle ] 0;% ]

Le cas ou £(AB) = 7 est particulierement intéressant. Dans ce cas,

A et B sont dites orthogonales et nous dirons en bref que la bidroite est
orthogonale.

Adresses des auteurs : Charlotte Bouckaert, Avenue Forton 6, 1950 Kraainem ; courriels :
charlotte.bouckaert@scarlet.be, buekenhout@skynet.be, anniegoovaerts@yahoo.fr,
mgfrederickx@tele2allin.be, sengier@ulb.ac.be.
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FiG. 1 — Bidroite non-orthogonale

ANa(AB) | A
] M
F(AB) 4 e(4B)

AB)

\L
Bna(AB)| —05

a(AB)
F1G. 2 — La bidroite

2. Groupe des isométries
conservant une bidroite : Iso(AB)

2.1. Identité et demi-tours

Remarquons tout d’abord que le groupe des isométries Iso(AB) qui
conserve la bidroite est identique au groupe des similitudes qui conserve
la bidroite car la distance entre les pieds doit étre conservée.

Soit o € Iso(AB). L’isométrie conserve le « squelette » de la bidroite
constitué par l'axe, le centre, la feuille et le segment joignant les pieds.
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Nous observons trois demi-tours d’axes deux a deux perpendiculaires
conservant AB (voir figure 3) :

— Le demi-tour §; d’axe a(AB), qui conserve A et B,

— Deux demi-tours d2 et d3, dont les axes sont dans f(AB) et qui bis-
sectent les angles formés par les paralleles & A et B menées par ¢(AB).
Ces demi-tours échangent A et B. Dés lors, A et B jouent le méme role
et nous avons une bonne raison pour écrire bidroite AB = bidroite BA.

O1 A
L —

¢(AB) 5

d3
\L

a(AB)

F1G. 3 — Identités et demi-tours

Théoréme 1 {I,01,02,d5} forme un groupe

En effet, on remarque que §;0; = 6;6; = 8 pour i # j # k # i et que 67 = I
oui,j, ke {1,2,3}. ]

Théoréme 2 Si la bidroite AB n’est pas orthogonale, alors {I,d1,d2,03}
est le groupe des isométries de la bidroite.

Soit a un automorphisme hypothétique autre que 1, d2, 93 et I. Alors ad;
est également un automorphisme autre que 61, d2,d3. En effet, si ad; = 9,
alors ad;d; = §;0; ou o = Jy, et v ne serait pas un automorphisme autre que
617 527 53'

Nous distinguons deux cas :
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1. « fixe les deux pieds a et b de la bidroite AB.
2. « permute les deux pieds a et b de la bidroite AB.
Voyons que dans les deux cas on obtient une contradiction.

Cas 1 : Si « fixe les deux pieds, a(a) = a et a(b) = b. Considérons un
point p de A. On a deux possibilités pour l'image de p : a(p) = p
ou a(p) = p/, symétrique de p par rapport au point a car « est une
isométrie et par conséquent conserve les distances (voir figure 4).

p A
p .
a

b
\~\B

FIG. 4 — p est envoyé sur p’

(a) Si a(p) = p, le plan (A,b) est fixe et « est soit une symétrie
bilatérale d’axe (A,b), soit I'identité (cf. appendice 1). Si « est
une symétrie bilatérale d’axe (A,b), la droite B, conservée par
« serait orthogonale au plan (A,b) ce qui est contraire aux hy-
potheses. Si « est 'identité, nous contredisons 'hypothese faite
sur o au début de la démonstration.

(b) Si a(p) =/, @di(p) = p et pour les mémes raisons qu’au point
(a), on aurait ad; = I, c’est-a-dire @ = d; ce qui est contraire
aux hypotheses.

Cas 2 : Si a permute les deux pieds, a(a) = b et a(b) = a. Comme d9
permute a et b, on obtient adz(a) = a(b) = a et ada(b) = ala) = b.

(a) Si ada(p) = p, ady est l'identité et o = o, ce qui est contraire
aux hypotheses.

(b) Si ada(p) =p', ad202(p) = p ou a(p) = p. Il s’en suit que o = 1,
ce qui est contraire aux hypotheses. O

Théoréme 3 Toute bidroite non-orthogonale est une figure orientée.
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RAPPEL : Toute figure non orientée est conservée par au moins un retour-
nement de l'espace. (Consulter les articles de Buekenhout et Fréderickx [4]
et [7]). Le théoreéme se justifie par le fait que toute isométrie qui conserve
une bidroite non orthogonale est un déplacement. ]

2.2. Groupe des isométries
conservant une bidroite orthogonale

Fic. 5 — Bidroite orthogonale

Nous savons déja qu’une bidroite orthogonale est conservée par le groupe
des déplacements {I,d1,d2,03}. De plus la symétrie orthogonale (retourne-
ment) o4 qui fixe le plan contenant A et ¢(AB) ainsi que la symétrie or-
thogonale op qui fixe le plan contenant B et ¢(AB), conservent également
cette bidroite orthogonale (voir figure 6).

Si on compose ces diverses isométries, on en obtient deux nouvelles :
K =504 et K/ = §304 qui sont des antirotations (cf. appendice 2).

Les isométries obtenues sont actuellement au nombre de huit. En existe-t-
-il une autre ? Supposons que « soit une isométrie de la bidroite orthogonale
autre que les précédentes. Comme précédemment on a deux cas :

1. Si «a conserve la droite A et les deux pieds de la bidroite, il s’en suit
que soit @« = I ou o = o4 (appendice 1).

2. Si a échange les droites A et B, ads les conserve. Il s’en suit que soit
ady = I et dans ce cas o = do, s0it 09 = 04 ou op et dans ce cas
o = O'A52 ou 0'362.
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A
.—-I’——/_

/ a(AB)

Fi1G. 6 — Bidroite orthogonale

Théoreéme 4 {I,01,02,93,04,04,05,K,K'} forme un groupe.
La justification est donnée par le tableau de ’appendice 2. O

Théoréeme 5 Si la bidroite AB est orthogonale, alors
{Ia(sla 627633 5470A7 O—BaKa K}

est le groupe des isométries de la bidroite.

Le groupe des isométries d’une bidroite orthogonale comprend huit
éléments :

— L’identité I,

— Trois demi-tours : 41, ds et d3,

— Deux symétries bilatérales o4 et o,

— Deux antirotations doo 4 et d304. O

Voila a nouveau le groupe Dg qui apparait! Si on compare le tableau
de composition du groupe des isométries d’une bidroite (cf. appendice 2) et
celui du carré plan (voir larticle [1]) ou du carré gauche (voir larticle [2]),
on voit que ces groupes sont isomorphes.

Théoreme 6 Toute bidroite orthogonale est une figure non orientée.

Ceci se justifie par exemple par le fait quune bidroite orthogonale est
conservée par la symétrie orthogonale o 4. O
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3. Quadrilateres gauches et bidroites

Tout quadrilatere est une bidroite concrétisée par deux points sur chaque
droite (voir les figures 7 et 9). Les droites composant la bidroite sont les
diagonales de ce quadrilatere gauche et les points sont les sommets du qua-
drilatére gauche. .. ceci est 'objet d'un autre dossier (voir larticle [2]).

llk/?z’ Diagonale du quadrilatere gauche

\é\r Diagonale du quadrilatere gauche

Fic. 7 — La bidroite et les diagonales d'un quadrilatere gauche

Fic. 8 — Bidroite et quadrilatere gauche

Annexes

Appendice 1

Nous savons que
— Une isométrie de la droite qui fixe deux points est 'identité I ;
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1 3 Diagonale du quadrilatere gauche

1 Diagonale du quadrilatere gauche

F1c. 9 — Bidroite et quadrilatere gauche

FiG. 10 — Bidroite et quadrilatere gauche

— Une isométrie du plan qui fixe trois points non alignés est I'identité I ;

— Une isométrie de E3 qui fixe quatre points non coplanaires est 1'iden-
tité I ;

— Si IT est un plan et p un point extérieur au plan, il existe un et un
seul point g # p, extérieur au plan tel que d(p, a) = d(q,a) pour tout
point a du plan II. Ce point g est le second point d’intersection de
toutes les spheres centrées en un point du plan et passant par p; ¢ est
le symétrique de p par rapport au plan II (voir figure 11).

Théoréme 7 Si Il est un plan, il existe une et une seule isométrie qui fize
tous les points de Il sans étre l’identité.

Démonstration :
1. Existence : La symétrie bilatérale o d’axe II répond a la question.

2. Unicité : Soit ¢/ # o une isométrie qui fixe tous les points de II et
qui n’est pas I'identité et soit p un point extérieur & II avec o(p) = q.
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p¢ll
ay € 11
as €11 o

q¢

Fic. 11 — Appendice 1

L’isométrie o’ ne peut fixer p vu que ¢’ n’est pas l'identité et par
conséquent o’(p) = ¢ (cf. appendice 1). Dans ce cas, oo’(p) = p et
oo’ =1 ou encore o = ¢’. O

Appendice 2 :
Groupe des isométries de la bidroite orthogonale

Voici la table de composition (de multiplication) des huit isométries. Il
faut bien veiller & l'ordre des facteurs : le premier figure dans la premiere
colonne et le deuxieme dans la premiere ligne.

A lire : (1°F facteur) o (2¢ facteur) ou (1°* facteur) apres (2¢ facteur).

LI 6] [0 [oa]on| K[K']
T || I |61]682|03]|0alog| K |K’
01|01 | I | 03|09 |ogloa|K'| K
0o || 09| 03| I |61 | K |K'|oalon
0383|0261 | I |K'| K|og|oa
oalloalop|K'| K| I |60 |09
ollog|loa| K |K'| 61| I | 82| 83
K||K|K'|og|loa|da |63 | I
K'||K'| K |oca|log| 03|02 | I |61
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Mathématiques et créativité ne
sont pas incompatibles. ..

FRANCOIS DROUIN
I.U.F.M. de Lorraine, site de Metz

Le congres 2007 de la S.P.B.M.e.f. avait pour theme « Mathématiques,
arts et littérature ». A partir d’une réflexion mélant mathématiques et art
contemporain, nous verrons que la phase de création nécessaire au jeune
« artiste » pourra étre mise a profit par ’enseignant de mathématiques.
Ce temps de créativité sera ensuite mis a profit lors d’autres activités
mathématiques plus ludiques ainsi que lors de résolutions de problemes.

Un mathématicien crée le beau, au méme titre qu'un peintre
ou un poete; un ensemble d’idées, tout comme un ensemble de
couleurs ou de mots, doit posséder une harmonie intérieure. La
beauté est la pierre de touche de la démarche scientifique; il n’y
a pas de place pour la laideur.

(H. H. HARDY, cité dans Diabolo math (Belin, Paris, 1983))

Une premiere activité

Trace un rectangle de 18 cm de long et 12 cm de large.

— Dessine un deuxiéme rectangle dont les c6tés ne sont paralléles a ceux
du premier rectangle.

— Continue ton dessin avec au moins un troisiéme, un quatriéme et un

cinquiéme rectangle.

Colorie ton dessin.

Ces tracés sont proposées dans la brochure Maths visuelles : Osons des
coloriages de 'TREM de Lorraine. Les dessins obtenus sont affichés dans des
salles de classe. Il est également possible de proposer I'activité en imposant
cette fois que les cotés des rectangles soient paralleles aux bords de la feuille.

Adresse de lauteur : 2 allée du Cerisier, F - 55300 CHAUVONCOURT (France) ;
courriel : francois.drouin@wanadoo.fr.
Compte rendu de l'atelier animé lors du Congres de la SBPMef & Mons, le 22 aolt 2007.
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N\

Ces rectangles entrecroisés se retrouvent en particulier dans Passenger
Magenta 1999 de Sean SCULLY ou Polyphon gefasstes Weiss de Paul KLEE.
D’autres polygones se chevauchant se retrouvent dans Spitzen im Bogen
1927 de Vassily KANDINSKI ou Suprématisme 1920/21 de Nikolai Michai-
lowistch SUETIN. Des carrés enchevétrés se retrouvent dans Vonal 1968 de
Victor VASARELY ou Huldigung an das Quadrat Nr VI de Josef ALBERS.

En exemple, voici — malheureusement en noir et blanc — deux produc-
tions d’éleves d’un college de la banlieue nancéenne.

h

A
p

— L’BELEVE : Mes dessins sont des rectangles car avec mon équerre, je vérifie
qu’ils ont quatre angles droits.
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— L’ENSEIGNANT : Vous allez maintenant expliquer comment vous avez
tracé vos rectangles.

Apres quelques échanges dans la classe, les trois méthodes ci-dessous
émergent, rapidement notées par I'enseignant :

—-—l---:-~ 1 I; nlﬁuﬁ iﬂncﬂ_: i) RECTH 4!5‘_‘ E|_|.__i-_ 9 —I— ——_
gy T T e e e
= gt ] || ' i 1 ]
| | | | ST | = 1 & 7] -I—
—@H_-J,Lﬁli_l.u T d el
| | 1| 11 1 | 171 -
| | | | [ ! | [ I_| .
_._H.;EM | . § | | éﬂ i | |J__| i
— i . B
! T 1 I‘:‘ | I.-_.l I : I
H— o | Y l@ T !
| . | i i o
| | | | | [ | |
M} | | | ™1 T
o T » - o] O TEEEEE . EEEE
0 T

Les différentes méthodes ont été rassemblées en ce qui est devenu la trace
de cours crée par les éleves. Elles sont justifiées par de jeunes éleves par la
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vérifications des quatre angles droits obtenus. D’autres justifications plus
élaborées pourront étre proposées par des éleves plus agés.

Nous sommes ainsi partis d’une création artistique pour créer collective-
ment une trace de cours.

Faisons créer des pavages par les éleves

Montrer divers pavages du plan aux éleves permet d’aborder les
isométries qui vont servir d’outil pour bien des démonstrations en
géométrie. Les ceuvres de M. C. ESCHER sont familieres aux enseignants
de mathématiques. D’autres artistes tel Raoul RABA (Pauteur des motifs
des affiches du concours Kangourou) ont exploré ce domaine.

11 est possible de faire créer de tels pavages par les éleves. En voici trois
exemples : le premier est extrait d’un travail fait dans sa classe par une
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des éleves un tout petit peu plus agés et ornaient la couverture des numéros
216 et 210 de la revue suisse « math-école ».

Voici ci-dessous quatre fagons possibles de créer un motif de pavage a
partir d’un carré :

Dans les deux premiers cas, une translation et une symétrie centrale inter-
viennent. Dans les deux autres cas une rotation d’angle 90° et une symétrie
glissée.

D’autres motifs de base peuvent étre choisis : il suffit que ces motifs
pavent le plan. Les triangles et les quadrilatéres sont entre autres a notre
disposition. De plus, les transformations utilisées pour déformer des motifs
de bases peuvent varier pour un méme polygone : ESCHER ne s’en est pas
privé.

Faisons créer des jeux par les éleves

Nous trouvons dans le commerce des jeux formés de neuf carrés s’assem-
blant pour former un carré plus grand en retrouvant les jonctions entre les
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débuts et les fins de motifs proposés. Voici 'un d’eux, le « Jeu fou de la
tortue », édité par Arthus Puzzle.

Le jeu consiste a retrouver les assemblages des tortues colorées. Ci-
-dessus, seules huit cartes ont été placées correctement. . .

Voici comment faire créer par les éleves d’autres jeux construits sur le
méme modele mais a contenu mathématique.

Les 9 cartes seront construites sur le modele du « Jeu fou de la tortue ».

Nombre
de départ a b C d e

W N

Des nombres (ou des expressions algébriques développées, réduites et
ordonnées) sont placés dans la premiere colonne du tableau. Les lignes sont
complétées en écrivant des expressions numériques ou algébriques égales a
ce qui est écrit dans la premiere colonne.

Pour nos éleves, savoir « 5x 8 = 40 » est une chose, créer sept expressions
numériques égales & 40 en est une autre et j’ai vu dans mes classes de tres
bons éleves en manque de créativité. . .

Dans le tableau ci-dessous, il reste a remplacer les codages des cotés des
neuf petits carrés par les expressions figurant dans les cases correspondantes
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du tableau précédent. (Ce grand carré est extrait de la brochure Jeuz 7 de
PA.P.M.E.P.)

o
o

5 QG
T o7
i
SELIS

ar

l 6,
3
2

:
oo

2N
vz

4e

b
*(-=| @
3 | | 74

[
m
L

£
19

3d

£

Voici quatre exemples de jeu créés par des éleves agés de 11 ans.

orxeZl | ol:oaL 9X9 ozl oc ozl
_ L o 2 © N
= a |+ s|= s = R M N
= © i = N .
=
36 38 72 60 x 2 120 x 1 3x10
oix9's | o1:098 t2xg 0zt |z o2l oe
o 3 % S P sly g
=] & N +| 8 e * 2ls e ]
M~ (=] 12 -
< 3
81 10 10 100: 4 71+1 79-7
6X6 0L 001 oLxi 114 (43 2 cL
8 x E x 3 i 8 % g 0 8 ;
© © P 2] 2 &
10 81 10 72 41 la moitié de 50 < 25:1

Pour chacun de ces quatre jeux, les nombres écrits en chiffres (les tétes
des tortues) seront associés & d’autres écritures égales & ces nombres (les
corps de tortue).
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i+ L+6 1xty oL 0oL oL
- L ! i
4 -, 8 g i ) - : e
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16 16 10 01 %100 | tediiame de 100 10 %10
¥-02 L=L] 2+8 s oL e 0L §' 001
) o P H o g
4 X § ! 3 o
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20 14 14 “ 100 contidmes 001x10 | un dixieme
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14 20 14 1mntsnes | go1x002|  04x10 T

De la créativité
pour résoudre des problemes mathématiques

Exercice 3 : (La Réunion 2002)

Paul a dans sa tirelire 13 piéces de monnaie pour une valeur totale de 5 euros.
Il n’y a que des pieces de 50 centimes et de 20 centimes. Déterminer le
nombre de piéces de 50 centimes et le nombre de piéces de 20 centimes par
trois méthodes différentes.

Voici un énoncé présenté il y a quelques années au concours de recru-
tement de Professeur des Ecoles pour la Réunion (département frangais
d’outre-mer).

L’énoncé semble bien classique, mais les étudiants devaient présenter
trois méthodes différentes. .. L’algébrisation de ce type de probleme, ren-
contrée lors des premieres années de l’enseignement secondaire, vient ra-
pidement a l’esprit. Cependant, ce type de probleme est classique comme
probléme ouvert présenté (en France) aux éleves de la derniere année de
I’enseignement élémentaire. Pas question d’utiliser un systeme d’équations
a deux inconnues. .. La créativité est sollicitée, et de plus, il faudra pouvoir
justifier que les nombres de pieces trouvés représentent la seule solution au
probleme.

A la suite de ce type de probleme, il est naturel de faire un tour vers les
« problemes ouverts » (ou les « problémes pour chercher », selon le niveau
d’enseignement auquel on s’adresse).

Les récents fichiers Evariste édités par PA.PM.E.P. ('association
francaise des professeurs de mathématiques) présentent divers énoncés ex-
traits de rallye mathématique et sont une mine d’or pour ’enseignant.
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En complément, voici un énoncé présenté ces derniere années a mes éleves
agés de onze ans :
— Le co6té de carreau du quadrillage est pris comme unité de longueur.
— Combien existe-t-il de polygones construits sur le quadrillage et ayant
20 comme périmétre (deux exemplaires sont dessinés)

Il faut voir avec les éleves que deux polygones seront considérés comme
identiques s’il est possible de passer de I'un a 'autre par une des isométries
rencontrées en classe.

Il reste donc a faire le compte des polygones « différents ». .. En classe, je
n’ai jamais réussi a faire trouver le nombre de polygones demandé. Cepen-
dant, j’ai toujours apprécié la créativité des éleves pour éviter les comptages
répétitifs. Les polygones de méme aire mais de périmetre différent leur ont
paru bien plus familiers.

Les activités pour lesquelles les éleves doivent imaginer (créer) quelque
chose nous donnent la possibilité de leur faire faire des mathématiques et
faire autre chose qu’appliquer des formules ou des stratégies convenues.
Depuis plus de 30 ans que j’enseigne, je ne réussis plus a concevoir des
mathématiques sans créativité. ..
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Bernard DUVILLIE
L’émergence des mathématiques,
Ellipses (coll. L’esprit des sciences), Paris, 2000, 128 pp.,
ISBN : 2-7298-0177-4.

Bernard Duviriig

L’EMERGENCE
DES MATHEMATIQUES

UES DES
SCIENCES

(ellipsesy,

Bien que publié depuis déja quelques années, ce livre ne m’est arrivé
dans les mains que récemment. La collection L’esprit des sciences s’est fixé
un objectif clairement exprimé par son directeur Georges BARTHELEMY :

On peut souhaiter explorer les sciences autrement que par
les traités ou par les cours. Cette collection entend répondre a
un tel désir de culture scientifique. Ses ouvrages, d’accés aisé,
permettent o un large public de découvrir, de comprendre et
d’apprécier.
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Ce petit livre correspond exactement a 'idée qui préside a cette col-
lection. Dans un langage facilement accessible mais sans céder & une trop
grande simplification, I’auteur nous propose un scénario possible dévoilant
I’évolution des concepts mathématiques de base.

Voici un apercu de la table des matieres :

Les acteurs primitifs

Le néolithique au Proche-Orient
Mathématiques en Mésopotamie
Mathématiques de 1’Egypte anciennne
De Thales a Euclide

De la comparaison terme a terme de deux collections a la numération
en passant par I’énumération, Bernard DUVILLIE commence par offrir un
support concret permettant de comprendre la nécessaire abstraction qui
conduira & la naissance de 'arithmétique. 11 situe ce long processus a la fin
du paléolithique supérieur et durant la révolution néolithique.

ARl i

Par la suite, 'auteur développe un peu I’évolution des idées qu’on peut
percevoir a travers les traces et les documents les plus anciens de ’Histoire.

Les calculi et les tablettes d’argile de Mésopotamie, puis les trois papyrus
mathématiques connus de 'Egypte ancienne sont présentés et servent de
support a l'expression des concepts sous-jacents.

L’auteur cloture son panorama de ’évolution des idées mathématiques
a Euclide, considérant que Les Eléments représentent la clé de voute de
I’édifice mathématique antérieur.

Personnellement, j'aurais souhaité que certains raisonnements soient plus
développés, mais cela aurait certainement nui a la fluidité du texte et a la
taille limitée de 'ouvrage. En outre, une bibliographie, restreinte mais bien
choisie, offre des possibilités d’approfondissement au lecteur qui le souhaite.

Je ne peux que recommander la lecture de ce livre a tout enseignant
concerné par apprentissage des mathématiques, ainsi que son utilisation
au niveau des Ecoles Normales, les « Catégories Pédagogiques des Hautes
Ecoles » comme on dit maintenant.
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Problemes

Claudine Festraets (1)

Similitudes

Soit f1, fo et fs trois similitudes directes du plan, ayant un point fixe
commun, et telles que :

Probléme n°® 340 de M&P n° 162

1. fi o fyo f3 est la transformation identique du plan;
2. Quel que soit le point P, les centres de gravité des triangles
(fl(P)’fZ(P)’f?)(P)) et (fl_l(P)vfgl(P)’fB_I(P)) sont confondus.
Montrer que I'une des fj, est I’identité.
(probléme proposé par P. DUPONT)
Solution de R. Choulet, de Avenay

J’utilise a outrance les nombres complexes.

fr étant définie par ap # 0 (représentant le rapport et Pangle) pour k de
1 & 3 et étant de centre Q(w), fr est définie par sa formule complexe :
fe(2) —w = ar(z — w). La composée f1 o fo o f3 est donc définie par :
7 —w = ayaza3(z — w). Avec ’hypothese 1., on a donc :

aj1ao20a3 = 1. (1)

Soit P(z) un point quelconque du plan. L’affixe du centre de gravité Gy de
{fe(P), k=1, 2, 3} est

1

3[3w—|— (a1 +as+a3z)z—w)]=w+ i(z—w),

ZJG1 =

tandis que celle du centre de gravité Go de {f, '(P), k=1, 2, 3} est

1
3

[Sw—&—(al_l—ka;l—l—agl)(z—w)]=w+2(z—w)

ZG2 - 30’3

(1) Toute correspondance concernant cette rubrique sera adressée a Cl. FESTRAETS, Rue
J.-B. Vandercammen 36, B-1160 Bruxelles ou a ’adresse e-mail hamoircl@brutele.be.
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en utilisant les fonctions symétriques de a1, as et ag (01 = a1 + az + as,
02 = a1a3 + azas + azai, 03 = a1a2a3).

La condition 2. se traduit alors par

02 g1

30’3 - ? (2)

Ainsi les trois similitudes sont telles que : o3 = 1 et 09 = 07, autrement dit
a1, as et ag sont les trois solutions d’une équation du troisieme degré de la
forme :

73 —aZ*+aZ—-1=0

la factorisation étant (Z — 1)(Z2 + (1 — a)Z + 1), il est clair que 1 est une
solution.
Nous avons donc bien démontré que 'une des similitudes est ’identité.

Solution de J. Rasse, de Méan

f1, f2, f3 sont des similitudes spirales. Chacune d’elles est définie par un
rapport d’homothétie et par un angle de rotation qui sont

— pour fi : ket a,

— pour fo : q et 3,

- pourfl_1 : Eet —a,
1
fpourfglzfet -0,
q
fpourf?fl:kqeta+5,carf§1:f20f3,
1
— pour f3:— et —a— (.
kq

En posant a + 8 = v, les matrices de f1, fo f3 sont respectivement

1 .
kcosa —ksina qcos3 —qgsin k—qcos’y kiqu7
ksinaw kcosa )’ \ gsinB qcosfB )’ 1 . 1

——siny — cosy
kq kq
et celles de f; L fy t fa ! sont respectivement
1 1. 1.
- = - cos —sin
oo gema q b q b (k:qcos*y —k:qsin*y)
1 1 ’ 1 . 1 * \ kgsin kq cos '
——sina —cosa ——sinf —cosf s ey
k k q q

o4
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Les coordonnées du point P étant (z,y), celles de I'image de P par la simi-
litude f sont données par le produit M - “) ott M est la matrice de f-
On obtient ainsi !

(kx cosa — kysina, kxsina + ky cos a)

(qr cos B — qysin B, qzsin 8 + qy cos ()

z cosy + LS si i + LS cos
S 5111 Sin 5
kq Y kq Vs kq Y kq Y

pour les images de P par les transformations f1, fs et f3 et

T Yy . —T Yy
- S+ - SIn —sinaoa + = S
k COS @ A s o, k& sSin & & COsS

(xcosﬁ—i— gsinﬁ7 _—xsinﬂ—i— ycosﬁ)
q q q q
(zkqcosy — ykgsin~y, xzkqgsinvy + ykq cos~y)

pour les images de P par les transformations f; L fa L fa L

Les centres de gravité des deux triangles ainsi déterminés ont méme abs-
cisse :

1
- kxcosa—kysinoz—i—qxcosﬂ—qysinﬂ—i—icosw—i—isinv
3 kq kq

1
== Ecosoz—l—gsinoz—i—fcosﬁ—l—gsinﬁ—i—quUCOSfy—k‘qysin’y .
3\ k k q q

Cette égalité est vraie quels que soient x et y, d’ou le systeme :

1 1 1
kcosa + gcos B+ k—cos'y: Ecosa—i— —cos B+ kqcosy
q q

1 1
ksina + gsin 8 — k—sin’y: —Esina— —sin 3 + kgsin~y.
q q

L’égalité des ordonnées des centres de gravité des deux triangles conduit au
méme systeme.

Multiplions la deuxiéme équation par i et additionnons les deux équations.
Avec la notation cis# = cos € + ¢sin 6, on obtient

1 1 1
kcisa +qgcis 3+ o cis(—v) = z cis(—a) + —cis(—f) + kqcisy
q q
ou encore
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1 n 1 n kq
~ kcisa  qcisfB  cis(—7)

1
kcisa+qgcisf+ T cis(—v)

ce qui correspond & Iéquation (2) de la premiere solution, sous la forme

02 N A~ .
o1 = —. D’ou la méme conclusion.
o3

Division

Un éléve effectue la division d’un nombre naturel a par un nombre natu-
rel non nul b < 100. Dans le développement décimal du quotient, il trouve
apres la virgule les chiffres consécutifs 1, 9, 8, 2. Démontrer que cet éléve
s’est trompé dans ses calculs.

Probleme n® 341 de Mé&P n° 162

J’ai recu plusieurs réponses a ce probleme mais toutes supposent que les
chiffres 1, 9, 8, 2 se trouvent immédiatement apres la virgule et la plupart
considerent que ces chiffres sont les seuls figurant apres la virgule. En fait, le
résultat de la division aurait dii étre considéré comme du type n,...1982.. ..
J’espere recevoir des solutions completes prochainement.

Les nombres réels positifs x, y, z sont tels que xyz > 1. Démontrer
P’inégalité

Probleme n° 342 de M&P n° 162

x® — 2 Y —y? 2> —z

+ + 20
2422 yYhtat42? P44y

5 2

La seule solution que j’ai regue suppose que x > 1, y > 1, z > 1, ce qui
n’est pas nécessairement vrai, c’est le produit xyz qui est supérieur ou égal
a 1. Ici aussi, j'attends vos solutions.

*

Les solutions des problemes que voici doivent me parvenir au plus tard
deux mois apres la parution de cette revue. Ces solutions peuvent étre ma-
nuscrites, mais vous pouvez aussi les envoyer a mon adresse e-mail sous la
forme d’un fichier ITEX ou & défaut au format doc, pdf ou txt. Rédigez
vos différentes solutions sur des feuilles séparées et n’oubliez pas d’indiquer
votre nom sur chacune des feuilles.
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349. Nombres premiers

Déterminer tous les nombres premiers a et b tels que
E = aa+1 + bb+1

est aussi un nombre premier.

350. Tangentes

Démontrer que les deux tangentes communes au cercle 22 + 3% = 2 et &

la parabole y = % sont perpendiculaires.

351. Bissectrices

Dans le triangle ABCles bissectrices AD, BE et C'F se coupent en I.
Démontrer que le triangle est équilatéral si et seulement si

|AIl  |BI| |C1|
|ID| |IE| |IF|

o7
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Olympiades

Claudine Festraets (1)

Voici les meilleures solutions aux problemes MIDI et MAXI de la trente-
-deuxiéme Olympiade Mathématique Belge.

MIDI FINALE 2007

1. Le chiffre des unités du nombre naturel N est x. On effectue successive-
ment les opérations suivantes :

— supprimer le chiffre des unités x du nombre N ;
— retrancher 2x du nombre obtenu.

Par exemple, le nombre 203 devient 20, puis 14.
Est-il toujours vrai que le nombre final est un multiple de 7 si et seulement
si le nombre initial N est un multiple de 77

Solution de Raphaél Egan, éleve de 4° année a I’Athénée Hautes
Fagnes de Malmédy

Notons tout d’abord que tout nombre naturel peut s’écrire sous la forme
10d + = avec d comme nombre de dizaines et x comme chiffres des unités.
Donc ici N = 10d + x. Notons également 7N I’ensemble des multiples de 7.
On doit donc prouver que

10d +x € TN = d — 2z € TN (1)

et
d—2x € TN =10d+z € TN (2)

PREUVE DE (1).

Hypothese : N = 10d + = € 7TN.

These : d — 2x € TN.

Preuve : Puisque 10d + = € 7N, alors 20d + 2z € TN. De plus, 21d € TN
puisque 21d = 7 x 3 X d. En soustrayant membre a membre, on obtient
d — 2z € TN car la somme ou la différence de deux multiples d’'un méme
naturel est multiple de ce naturel.

(Y) Toute correspondance concernant cette rubrique sera adressée & C. FESTRAETS,
36, rue J.B. Vandercammen, 1160 Bruxelles ou & ’adresse e-mail hamoircl@brutele.be
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PREUVE DE (2).

Hypothese : d — 2z € 7TIN.

These : N = 10d + xz € 7TN.

Preuve : 21d € TN et d — 2¢ € TN par hypothese. En soustrayant membre
a membre, on obtient 20d 4 2x € 7N car la somme ou la différence de deux
multiples d’un méme naturel est multiple de ce naturel. Or, 20d 4+ 2z =
= 2(10d + z). Pour que ce nombre soit un mutliple de 7, il faut que 10d +
+z € TN.

2.
(a)

(b)

(¢)

Trouver tous les couples d’entiers strictement positifs dont la somme
est égale au produit. Prouver qu’il n’en existe pas d’autres.

Trouver tous les triplets d’entiers strictement positifs formant une
suite arithmétique dont la somme est égale au produit. Prouver qu’il
n’en existe pas d’autres.

(La suite (a,b,c) est appelée suite arithmétique lorsqu’il existe un
entier r tel que (a,b,c) = (a,a + 71,0+ 2r).)

Que devient la réponse au point (b) si la suite arithmétique est formée
d’entiers quelconques (positifs, négatifs ou nuls) ?

Solution de Pierre Haas, éleve de 4° année au Lycée de Garcgons
de Esch

(a)

Notons a et b ces deux nombres qui doivent satisfaire a I’égalité

a+b:ab<:>b:abfa<:>b:a(bfl)<:>a:b—1.
Or, b et b — 1 sont deux nombres entiers consécutifs, ils sont donc
premiers entre eux. Des lors, si b — 1 divise b, il faut soit b = 0, ce qui

est exclu par hypothese, soit b =1+ 1 < b = 2. Pour ce dernier cas,
nous trouvons alors I'unique solution (a,b) = (2, 2).

En notant a, b et c les trois nombres et r la raison de la suite
arithmétique, la condition de I’énoncé devient
a+b+c=abc & a+(a+7r)+ (a+2r)=ala+7)(a+2r)
< 3(a+r)=ala+r)(a+2r)
< 3=ala+2r).
Comme a et a + 2r sont des nombres entiers, il suffit de considérer la

factorisation premiere du nombre premier 3. Deux cas sont dés lors
possibles :
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— soit on a a =1 et donc 1+ 2r =3 ou r = 1, d’olt découle le triplet
solution (a,b,c) = (1,2,3);

— soit on a a = 3 et donc 3+2r =1 our = —1, d’ou découle le triplet
solution (a,b,c) = (3,2,1).

En simplifiant plus haut par a + 7, nous avons supposé que a +r # 0

ou encore r # —a. Si maintenant, r = —a, la condition de I’énoncé

devient a + 0 + (—a) = a x 0 X (—a) ce qui est vérifié pour toute

valeur de a. Cependant, la solution (a,0,—a) est & rejeter ici car on

a certainement a ou —a qui appartient a Z~ . De plus, ici, les trois

nombres sont supposés étre non nuls.

(¢) La solution (a,0,—a) devient possible. Par ailleurs, dans le cas
a+r # 0, il faut encore considérer les possibilités a = —1, d’ou
r = —1 avec la solution (a,b,¢) = (—1,—-2,-3), et a = -3, dour =1
avec la solution (a,b,c) = (=3, -2, —1).

3. Le triangle ABC est rectangle avec ABC mesurant 90°. Le pied de la hau-
teur relative a ’hypoténuse est D et les pieds des perpendiculaires abaissées
de D respectivement sur [BA] et [BC| sont E et F. Soient ryi, ro et 3 les
rayons des cercles inscrits aux triangles AED, EDF et FDC respective-
ment. La formule ro = /r1 - r3 est-elle toujours correcte ?

Solution de Jingran Lin, éleve de 3° année a I’Ecole Européenne
de Luxembourg

A

D ED//BF;
E BAD = DBC = «;
Les triangles rectangles ABD et BC'D sont
blables, d AD _ BD
semblables, donc —— = 2=, ou encore
. _ 2 _ 2
B I o AD-DC = BD* = EF=.
Dans un triangle rectangle, le rayon du cercle inscrit b
C
vaut
_a+b-—c
-G
(Voir le dessin.) a
Donc,
AE+ED—AD AD cosa+ADsina—AD AD .
= 5 = 5 = T(COSOH—SIDO[—l),
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ED+DF—-FEF B FEFcosa+FEFsina—FEF B

2= 9 = 5 = T(cosa—f— sina—1),
DF+FC—-DC  DC cosa+DCsina—DC .
3= 2 = ) = T(COS a+sina—1);
AD DC EF?
1 X rg = ————(cosa+sina—1)* = (cosa+sina —1)% = r3.

2 2

4. Déterminer tous les nombres entiers a, b tels que
(a+b)" =ad" +b"

(a) pourn =2;
(b) pourn =3;
(c) pour n > 3.

Solution de Nicolas Radu, éleve de 4° année a 1’Athénée Charles
Rogier a Liege

(a) On a successivement
(a+b)? =a2+b = a®>+2ab+ b = a>2 +b% = 2ab = 0 =
=a=0o0ub=0.
Donc (a,b) = (0,m) ou (m,0) avec m un entier quelconque.

(b) On a successivement (a + b)3 = a® + b3 = a® + 3a2b + 3ab® + b3 =
=a®+b® = 3abla+b)=0=a=00oub=0oua=—b.
Donc (a,b) = (0,m) ou (m,0) ou (m,—m) avec m un entier quel-
conque.

(¢) 1) Sin est pair.

(a+b)"=a"+b" =
= a"+ 210" 4200”20+ 4 20020 2 a4 = a0,

— Soit @ =0, d’ou (a,b) = (0, m).
— Soit b= 0, d’ott (a,b) = (m,0).
— Soit @ # 0 et b # 0. Tous les z; étant positifs :
si a et b sont positifs, tous les a”~*b’ sont strictement positifs
— si a et b sont négatifs, tous les a™*b* sont strictement positif car
n étant pair, ¢ et n — 4 sont de méme parité,
— si’'un des nombres est négatif, par exemple b, alors on note ¢ = —b
alors on devrait avoir (a —¢)" = a" + ¢".
— Sia>c alorsa <a—cdoua” > (a—c)",
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— Sia<c, alors ¢ > |a—¢| dou ¢” > (a — )™

Cela conduit a a™ + ¢” > (a — ¢)™, ce qui n’est pas correct.
2) Si n est impair.
— Si a et b sont positifs, tous les a” b’ sont strictement positifs.

— Si a et b sont négatifs, on pose a = —c et b = —d, d’ou
(—c—d)" = =" —=d"
(=(c+d)") = =("+d")

(c+d)™ = ¢ +d",

et on revient au cas ou les deux nombres sont positifs.

— Si a ou b est nul, alors a”™ = a™ et V" = b", d’out (a,b) = (m,0) ou
(0,m).

— Si 'un des nombres est négatif (par exemple b), on pose ¢ = —b
d’olt (a — ¢)™ = a™ — ¢". Cependant, on sait que

a® — " = (a_ C)(an—l +an—1c+ ”__"_acn—Z _|_Cn—1)
et donc
(a—c)"=(a—c)(a" T +a" e a2+ Y.

— Sia=c, alors a =cd’ott a = —b et donc (a,b) = (m,—m).
— Si a # ¢, alors

(a_ c)n—l _ an—l +an—lc+ +acn—2 +cn—1;

)nfl

)

-sia>calorsa>a—cdoua" !> (a—c
-sic>a,alors ¢ > |a—c| dott "1 < (a—c)"! (car n — 1 est
pair).
D’ou

(a—c)"fl <an71 _’_an72c+'”_’_acn72+cn 1

ce qui est impossible.

MAXI FINALE 2007

1. Le triangle ABC est équilatéral. La demi-droite [BE coupe le segment
[AC] en D et est telle que CBE mesure 20° et |DE| = |AB|. Que vaut
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I’amplitude de 'angle BEC?
A

B C

Solution d’Amandine Mousset, éleve de 5° année au College
St Vincent & Soignies

On montre que l'angle BEC a une am- A

plitude de 20°.

Puisque le triangle ABC est équilatéral, E
onaA=DB=C =60°et |AB| = D

= |BC| = |AC|. De plus, |AB| = |DE)|. -

Puisque CBE = 20°, on en déduit que [

BDC = 100° et CDE = 80°. B c

Posons F', le point de la droite BE tel que DCF = 20°. BOF a une
amplitude de 80° car C' = 60° et DC'F = 20°.

Le triangle CDF' est isocele car CDE = CDF = 80° et DCF = 20°,
donc DFC' = CFB = 80°. On a donc |DC| = |FC|.Le triangle BFC' est
isocele car CFB = BC'F = 80°, d’ou |BF| = |BC|.

Les triangles BFC et EDC sont isométriques car |[FC| = |DC|; |BF| =
=|ED| et CFB=CDE = 80°.

Des lors CBF = CED = BEC = 20°.

2. Autour d’un cercle, on dispose successivement n chiffres a1, as, ..., ay
(chacun valant de 0 a 9). Partant de a; et tournant autour du cercle, on
forme le nombre Ay = @jazas...a, (dont les chiffres successifs sont aq,
as, as, ..., an); partant de ay et tournant dans le méme sens, on forme
le nombre As = Gsazay ... ana; et ainsi de suite. La proposition « si d est
un diviseur de A;, alors d est aussi un diviseur de chacun des A; pour
1€{2,3,4,...,n} » est-elle vraie

(a) pourd=97

(b) pour d =27 et n = 20077

(c) pour d = 27 et pour tout n ?
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Solution de Giancarlo Kerg, éleve de 5° année a I’Athénée de
Luxembourg ((a) et (b))

(a)

Un nombre est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres
est divisible par 9.

9 divise A; donc 9 divise Z a;. Or Z a; est la somme des chiffres de
i=1 i=1
tous les A; d’ott 9 divise A; avec i € {1,2,...,n}.

10* =10 (mod 27) si k=1 (mod 3);

10* =19 (mod 27) si k =2 (mod 3);

10* =1 (mod 27) si k =0 (mod 3).

Soit 57 la somme de tous les a; ot i =1 (mod 3);
Sy la somme de tous les a; ol i =2 (mod 3);

S3 la somme de tous les a; o i =0 (mod 3).
On a:

27 divise A; & A; =0 (mod 27)
< S34 1053 + 1951 =0 (mod 27)

De méme,

27 divise Ao
& Ay =0 (mod 27)
Sy + 1985 + 1085 = 0 (mod 27)
(S1 + 1985 + 10S3) — (S5 + 1085 + 1951) = 0 (mod 27)
9535 + 955 — 1851 =0 (mod 27)
9(S1 + S2 4+ S5) =0 (mod 27)
& 3 divise S + Sy + S3.

=
=
-
-

De méme aussi,

27 divise As

Az =0 (mod 27)

< 1057 + S2 + 1955 =0 (mod 27)

& (10S; + So + 1955) — (S5 + 1085 + 195;) = 0 (mod 27)
< 18571 — 953 — 955 =0 (mod 27)
~
=4

¢

18(S1 + S2 + S3) =0 (mod 27)
3 divise S7 + S5 + S5.

65




Olympiades

()

Or 3 divise A; donc 3 divise S; + S + S3 donc 3 divise As.
On permute les S; uniquement lorsque n est multiple de 3, or 2007 =
= 3 X 669.

Non : en voici un contre-exemple. Si n = 2, 27 divise 27 mais 27 ne
divise pas 72.

3. Considérons les ensembles de n points dont trois quelconques ne sont pas
alignés. Pour un tel ensemble, formons tous les triangles dont les sommets
sont dans cet ensemble.

(a)

(b)

(c)

Si les n points sont toujours pris dans le plan et si n = 7, quel est le
nombre maximal de triangles qu’une droite de ce plan ne comprenant
aucun des 7 points peut couper ?

Si les n points sont toujours pris dans Iespace et sin = 7, quel est le
nombre maximal de triangles qu’un plan ne comprenant aucun des 7
points peut couper ?

Généralisez au cas ou n est quelconque.

Solution de Pierre-Alain Jacqmin, éléeve de 5° année a 1’'Institut
Ste Julie-St Laurent & Marche

(a)

La droite divise le plan en deux parties. Elle coupe un triangle si et

seulement si ses 3 sommets ne sont pas dans la méme partie du plan.

Il y a C2 = 35 triangles. Comptons combien de triangles ne sont pas

coupés par la droite.

— Si la répartition des points de chaque coté de la droite est 3—4, la
droite n’en coupe pas C3 dans la premiere partie et C§ dans la
deuxieme, donc 5 en tout.

— Si la répartition est 2-5 ou 1-6 ou 0-7, il n’y en a aucun qu’elle ne
coupe pas dans la premiere partie et elle n’en coupe pas C3 ou Cg
ou C% dans la deuxiéme partie, ce qui est dans tout les cas plus
que 5.

Elle en coupe donc au maximum 35 — 5 = 30.

Le cas est similaire au (a) car le plan coupe l’espace en deux parties.
Il coupe donc au maximum 30 triangles.

Comme les cas sont similaires, je vais traiter le cas ol c’est un plan
qui coupe l’espace en deux parties. Il y a & points dans une partie et
n—x dans 'autre. Pour qu'un plan coupe un triangle, il faut au moins
un sommet dans chaque partie. Il y a deux cas séparés.
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— Deux sommets sont dans la région des = points : le plan en coupe
C2-(n—q)

— Dans Pautre cas, il coupe C2_, - z.

Il en coupe donc

C?(n—w)+C2_, -z = 95(50*1)(”*96)+(nf:1:)(nfx—1)a:

2 2
_zn—2)(zr—-1+n—-—x—1)
B 2
_z(n—x)(n—2)
S w—
Comme n est fixé, maximisons (n —x)r = —2? +nx. Le maximum est

=1
€n$—2.

Si n est pair, le plan coupe

22(n—2) _ n%(n —2)
2

triangles.

Si n est impair, le maximum est en z = ”Tfl Le plan coupe
ntlnol(p —2) _ (n+1)(n—1)(n—2)
2 8
4. Soit f une fonction de N dans N telle que
fn+1)> f(n) et f(f(n))=3n.
Que vaut f(2007) ?

triangles.

Solution de Antoine Ledent, éleve de 5° année a I’Athénée Royal
Thyl Lorrain & Verviers

On a f(0) = 0; f(1) > f(0) et donc f(1) = 1, f(2) > 7, f(2) = 2, ..,
f(n) = n.

Dot f(f(n) > F(n) et 3 > f(n).
Si f(n) =n,3n= f(f(n)) = f(n) = n, ce qui est impossible (sauf si n = 0).
Si f(n) =3n, 3n = f(f(n)) = f(n), ce qui est impossible.

On a donc 3n > f(n) > n. Pour n =0, on a f(0) > 0 et f(0) < 3.0, d’ou
£(0) =o.

Onal< f(1) <3, don f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 6, f(6) = 9, f(9) =
=18, ..., et de maniere générale f(3") =2 x 3" et f(2 x 3") = 3n+L,
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Puisque f(3) < f(4) < f(5) < f(6), on a 6 < f(4) < f(5) < 9, d’on
f(4)=7,f(5) =38, f(T) =12 et f(8) = 15.
<

Puisque 18 = f(9) (1()) < f(11) < ... < f(18) = 27, on a f(10) = 19,
f(11) =20, f(12) = .., f(17) = 26. De maniere générale,
3T < F2x3M) < f(2x 3" +1) <o < f(3TH) =2 x 37!
2x3"=f(3") < f(3"+1) < f(B"+2) < - < f(2x3") < 3"t

Dott f(3"+1)=2x3"+1,..., f(3" +k) =2 x 3" +k (avec 0 < k < 3")
et f(2x 3"+ k)= f(f(3"+k)) =3+ + 3k.

Or, 2007 = 2x 354549, d’oit £(2007) = f(2x35+549) = 37+3x 549 = 3834.
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R. Screve

Tarifs (Janvier 2006)

Affiliation a la SBPMef

Seules les personnes physiques peuvent se faire membre de la SBPMef. Les
membres regoivent Mathématique et Pédagogie, SBPM-Infor et les deux Math-
-Jeunes.
e Belgique :
o Cotisation ordinaire : 24 €
o Cotisation multiannuelle (5 ans) : 110 €
o Cotisation familiale (réservée aux couples cohabitant; les intéressés ne
recoivent qu’un exemplaire des publications, mais sont membres a part
entitre et participent donc aux élections) : 30 €;
o Cotisation réduite (réservée aux étudiants et aux sans-emploi) : 15 € ;
e Europe : 65 € (non-PRIOR), 72 € (PRIOR);
e Autres pays : 70 € (non-PRIOR), 79 € (PRIOR).

Abonnement a Mathématique et Pédagogie

e Belgique : 30 €;
e Europe : 50 € (non-PRIOR), 54 € (PRIOR) ;
e Autres pays : 53 € (non-PRIOR), 58 € (PRIOR).

Anciens numéros :

e < 2006 : 0,75 €/n° + frais d’expédition.
® > 20006 : 2,50 €/n° + frais d’expédition.
Frais d’expédition : consulter le secrétariat.

Abonnement & Math-Jeunes ou Math-Jeunes Junior

Les abonnements a ces revues, destinées aux éleves du secondaire, supérieur
et inférieur respectivement, sont idéalement pris de maniére groupée par l'in-
termédiaire d’un professeur.
e Abonnements groupés (au moins 5) :
o Abonnements groupés & une des revues (3 numéros) Belgique : 4 €
o Abonnements groupés aux deux revues (6 numéros) Belgique : 8 €.
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e Abonnements individuels :
o Abonnements & une des revues (3 numéros)
Belgique : 6 €
France : 8 € (a4 prendre par l'intermédiaire de ' APMEP) ;
Europe : 18 € (non-PRIOR), 20 € (PRIOR);
Autres pays : 19 € (non-PRIOR), 22 € (PRIOR).
o Abonnements aux deux revues (6 numéros)
Belgique : 12 €
France : 16 € (& prendre par I'intermédiaire de ’APMEP) ;
Europe : 24 € (non-PRIOR), 26 € (PRIOR);
Autres pays : 25 € (non-PRIOR), 28 € (PRIOR).
Anciens numéros :
e < 2006—2007 : 0,25 €/n° + frais d’expédition.
e > 2006-2007 : 0,50 €/n° + frais d’expédition.
Frais d’expédition : consulter le secrétariat.

Bulletin de PAPMEP

Les membres de la SBPMef peuvent, par versement a son compte, devenir
membres de I’Association des Professeurs de Mathématique de I’Enseignement
Public (France). Le prix de 'abonnement est de 50 €. IIs recevront le Bulletin
de TAPMEP, le BGV (Bulletin & Grande Vitesse) et PLOT.

Les membres de la SBPMef peuvent aussi commander par celle-ci les publica-
tions de TAPMEP ; ils bénéficient du prix « adhérents ».

Autres publications (brochures et CD-ROM)

Les prix indiqués sont les prix des publications; les frais d’expédition (port
et emballage) sont en sus. Les prix réduits sont réservés aux membres de la
SBPMef ou de sociétés associées (comme PAPMEP) et aux étudiants. N’hésitez
pas a consulter notre secrétariat ou a visiter notre site Internet.

Pour toutes nos publications non périodiques, a partir du dixieme exemplaire,
toute la commande bénéficie d’une réduction de 10 %.

Modalités de paiement :
Pour effectuer une commande, versez le montant indiqué sur un des comptes
suivants :
e Si vous habitez en Belgique : Compte 000-0728014-29 de SBPMef.
e Si vous habitez en France : Compte CCP Lille 10 036 48 S de SBPMef.
e Si vous habitez ailleurs : Virement international sur I'un de nos deux
comptes avec les références internationales suivantes :
CCP BELGIQUE : IBAN BE26 0000 7280 1429 / BIC BPOTBEBI1
ou CCP LILLE :
IBAN FR68 2004 1010 0510 0364 8502 683 / BIC PSSTFRPPLIL
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Prix Prix Frais
plein | réduit | d’expédition

Séries RENOVER

Série 1 (n° 12) 1€ — T1
Série 2 (n°° 7-11 & 13) 5€| — T2
Série 3 (n° 14) 5€| — T2
Les 3 séries 7,50 €| — T2
Dossiers d’exploration didactique

Dossier 2 : Autour du PGCD 1,80 €| 1,20 € T1
Dossier 3 : Isomorphisme et Dimension 1,80 €| 1,20 € T1
Dossier 6 : Statistique 7,40 € 6 € T1 (Y
Dossier 7 : Vers les infiniment petits (Simone

TROMPLER et Guy NOEL) 6€| — T1

Dossier 8 : La démonstration en géométrie
plane dans les premiéres années [’enseigne-
ment secondaire (Claude VILLERS et al.) 9€| — T2 (%)
Dossier 9 : Des démonstrations a la rencontre
des compétences a travers de thémes (Claude
VILLERS et al.) 9€| — T2 (%)
Dossier 10 : Narrations de recherche — De la
théorie a la pratique dans les enseignements
secondaire et supérieur (Jacques BAIR, Jean-

-Claude DELAGARDELLE, Valérie HENRY) 6€| — T1
Dossier 11 : Enseignons en jouant (B. HON-

CLAIRE, N. LAMBELIN, Y. & G. NOEL) 20€| 15€ T2
Jacques BAIR, Mathématique et Sport 5€|3,70 € T1
Frangois JONGMANS, Fugéne Catalan, Géo-

metre sans patrie, . .. 12 € 9,50 € T2
G. ROBERT, CD-ROM, logiciels mathématiques €| — T1
Recueils de questions des OMB

Tome 5 6€| — T1 (Y)
Tome 6 6€| — T1 (Y
Tomes 5 & 6 ensemble 1w€| — T1 (%)

(1) 2-3 ex. : T2; 4-6 ex. : T3; 7-12 ex. : T4; au-dela : consulter le secrétariat.
(2) 2 ex. : T3; 3—4 ex. : T4; au-dela : consulter le secrétariat.

Pour les expéditions PRIOR :

Frais d’expédition (non-PRIOR P
p ( ) consulter le secrétariat.

- Belgique | Furope | Autres pays Pour la définition d’« Europe »,
Tarif 1| 1,80 €| 4,50 € 6 € . .

. voir les tarifs postaux.
Tarif 2| 3,50 €| 8,50 € 12 € 5

. Pour tout probleme,
Tarif 3 5 € s

. consulter le secrétariat.
Tarif 4 7€
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DES CALCULATRICES
ADAPTEES A CHAQUE
NIVEAU SCOLAIRE

® 9 modeles de calculatrices
scientifiques et graphiques
pour accompagner les éle-
ves tout au long de leur
scolarité

® | egeres, solides et faciles a
utiliser

® Tous les modeles scolaires

sont garantis trois ans c ASI o
®

www.cas-bel.com
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